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УДК 517.524

А н т о н о в а  Т.М.

П Р О  П Р О С Т І К Р У Г О В І М Н О Ж И Н И  А Б С О Л Ю Т Н О Ї З Б ІЖ Н О С Т І  

Г ІЛ Л Я С Т И Х  Л А Н Ц Ю Г О В И Х  Д Р О Б ІВ  С П Е Ц ІА Л Ь Н О Г О  В И Г Л Я Д У

Антонова Т.М. Про прості кругові множини абсолютної збіжності гіллястих ланцюго

вих дробів спеціального вигляду // Карпатські математичні публікації. — 2012. — Т.4, №2.

-  С. 165-174.

Досліджено значення радіусів кругів з центром у початку координат, які є простими 

множинами абсолютної збіжності гіллястих ланцюгових дробів спеціального вигляду.

Об’єктом дослідження є гіллястий ланцюговий дріб (ГЛД) вигляду

ОО ік - 1

b + D E T ·  (1)
к= 1 ік = 1

де бо, aj(fc) — комплексні сталі, іо = N  — кількість гілок розгалужень, г(к) — мультиін

декс, і(к) Є І,

І  =  {г(к) : г(к) =  і і і2···**; 1 < гк < г*_і; к =  1,2,...} .

Підхідними дробами n-го порядку (η-ми апроксимантами) ГЛД (1) називаються ви

рази

/о =  Ь0, /п =  60+ 5 £ ^ Г ’ П =  1’ 2, ···· 
к= 1 ik = 1

ГЛД (1) називається збіжним, якщо існує скінченна границя /  =  lim /„. Число /
71—> ОО

вважається значенням збіжного ГЛД (1). ГЛД (1) збігається абсолютно, якщо збігає-
ОО

ться ряд Σ ι λ - λ - . Ι ·  
k— 1

Послідовність непорожніх множин Ецк) C С, г(к) Є І, називається послідов

ністю множин збіжності (абсолютної збіжності), якщо за умови

^г(к) Є Ei(fc'), ^(^) Є І ,

2010 Mathematics Subject Classification: 40А15.

Ключові слова і фрази: гіллястий ланцюговий дріб, підхідний дріб, множина абсолютної збіжності.



ГЛД (1) збігається (збігається абсолютно). Якщо Ецк) = Е  для всіх г(к) Є /, то Е 

називається простою множиною збіжності (абсолютної збіжності) ГЛД (1).

Напевно, найвідомішою простою множиною збіжності звичайних ланцюгових (не

перервних) дробів є круг Ворпіцького [4] — круг з центром у початку координат і

радіусом Встановлені значення радіусів простих кругових множин збіжності для де

яких багатовимірних узагальнень неперервних дробів — ГЛД загального вигляду |3|, 

двовимірних неперервних дробів [5], інтегральних ланцюгових дробів [6]. У даній роботі 

розглядається питання про радіуси простих кругових (з центром у початку координат) 

множин абсолютної збіжності ГЛД вигляду (1).

Твердження 1. [1] ГЛД (1) збігається абсолютно, якщо існують такі додатні сталі 

tl(k), i(k ) Є /, що для всіх можливих мультиіндексів виконується умова

(  ік \
|oj(fe)| < к(к) І 1 ~ ^  U(k+1) , m e  і.

\ »*+і = 1 /

Для доведення твердження 1 використовується метод мажорант і оцінка

ік

> QT(k) > 1 - Σ  *·(*+!). *(*) є η =  1, 2 , . . . , 1 < k < η, (2)

*fc+l=l

де Q ^ y  — скінченні ГЛД вигляду

«Ї2, = C )  = і . «S)-> + D Σ  .<$> = !+ D Σ
p=fe+l гр=1 p=fc+lip=l

k =  1, 2, . . . , η > k, 

які називаються залишками ГЛД (1) і ГЛД

ОО і к - 1 І І

I Q'i(k) І

Ьо + D Σ
к=1 Ік = 1 

відповідно.

З твердження 1 випливає, що послідовність множин

Ік

Ецк) =  { z : z Є C, \z\< ii(jfc) ( 1 - Σ  ti(k+1) J f , i(k) Є /,

Ік +1 = 1

lk-1

Де ij(fc) — деякі додатні числа, такі, що tцк) < 1) і(к) Є І, є послідовністю множин

і/е — 1
абсолютної збіжності ГЛД (1), а радіус круга з центром у початку координат, що є

простою множиною абсолютної збіжності ГЛД (1) з N  гілками розгалужень, можна 

визначити з умови

( ік

1 — U(k+1)

*fc+i=l
Якщо ij(fc) =  —-- , і(к) Є /, твердження 1 перетворюється на аналог ознаки Ворпі-

цького для ГЛД (1) [2]. У цьому випадку шуканий радіус дорівнює

1 1 1
R n =  mm ----· - = ——,

I<ik-1<N 2ik-i 2 AN

як і для ГЛД загального вигляду з N  гілками розгалужень, для яких константа 

є непокращуваною [3]. Якщо t^k) =  tlk, і(к) Є І, то радіус круга з центром у початку

координат, який є простою множиною абсолютної збіжності ГЛД (1), можна визначити

з умови

Rn =  min tk (  1 - tp] . (3)
1 <k<N у У J

Твердження 2. Радіус простої кругової з центром у початку координат множини аб

солютної збіжності ГЛД (1) — це N -й член послідовності {Пк}, де

° < я‘ 4  ..... (4)

Доведення. Нехай {г .̂} — послідовність таких додатних чисел, що

0 < тх < 1, гк+1 = --Υ Τ Ϊ' к = 1,2,..., (5)
гк (1 - r k) + 1

р—і

t\ =  r N , t p =  Гдг_р+1 (1 -  г tv—Л-1) , P  =  2 , . . . , N .  (6)

;=ι

Зауважимо, що

k к

1 ~ У !  ЬР =  ТТ U ~ r'N-p+1), k = l , . . . ,N .  (7)
р=1 р=1

Дійсно,

1 - h  =  1 - Γ/ν, 1 - h  - ί2 = 1 - rN - rN_і (1 - rN) = (1 - rN-X) (1 - rN) .

Припускаючи, що рівність (7) справджується для деякого значення к, 1 < k < N,

отримаємо

/с+1 k k к /с+1

1 ^   ̂tp  1 ^   ̂̂ р /̂с+1 T n —р+ 1) TN—k (1 T n —p+1) (1 T N  — p+ l)?

p— 1 p— 1 p = l p— 1 p=  1



тобто рівність (7) справджується для значення к + 1, отже, справджується і для всіх 

значень к, 1 < к < N.

Покажемо, що

Із співвідношень (5) випливає, що

0 < гк+1 < 1, гк (1 - гк) = Гк+1 , А: =  1,2,--  (9)
-L ”  r k+1

Перевіримо правильність рівності (9) для к =  1, 2 :

i l  (1 -  ί χ) =  Гдг (1 -  Гдг) ,

t2 ( 1 - t i-  ί2) =  Гдг-1 (1 - rjv) · (1 - rjv-ι) (1 - rjv) =  rjv (1 - r ^ ) .

Нехай рівність (8) справджується для деякого значення к, 1 < к < N. Тоді з (6), (8) і 

(9) випливає, що

( к+1 \ k к+1

1 _  ) =  rN~k Ш 1 "  Г^-1+і) П  (! _  rN-l+1)

р= 1 /  /=1 1=1

к к — \
T N—к+\

(1  -  Глг-fe) ТТ (1 — rN-i+if = Tn fc+1 (1  -  rN-k+1)2 JJ (1  -  rN-i+1)2 
t l  1 ~~ riV- fc+1 1=1 

fe-1 k /  k \

=  ^N-fe+1 (1  — r N - l+ 1) ' (1  — r N - l+ 1) =  t-к i 1 — tp  j  =  (1  — r Jv) ·

г=і ;= ι V p= i  /

Таким чином, рівність (8) справджується для всіх значень Аг, 1 < к < N.

Нехай елементи послідовності {Rk} визначаються у такий спосіб:

Rk =  к (1 Тк) і к 1,2,... ,

де послідовність {гк} означена за допомогою співвідношень (5). Тоді

0 < Ri =  гі (1 - η ) <

η η \ _  Гк 11 ~ Гк"> 1 _  R k к =  1 о
Гк+1 Гк+1> rjfc( i _ rfc) + i rfc( i _ rfc) + i (i?fc + i ) 2’ ’ ’··■■

Враховуючи рівності (3), (8), доходимо висновку про правильність твердження 2. □

Твердження 3. Для елементів послідовності {Rm}, які визначаються співвідношен

нями (4), справджується оцінка

< -Rm < —-—j- , n , m = 2, 3 ,----- (10)
2(777. 4- 1) +

Доведення. Використовуємо метод математичної індукції. Покажемо спочатку, що

> R\ + 2(m + 1), m =  2,3, , —  (11)
■*Чтг

Перевіримо правильність нерівності (11) для 77г = 2. Із співвідношень (4) випливає,

що

—- =  Я і Н——— h 2 > /?і + 4 + 2 =  /?і + 2 · З,
К2 R\

тобто для m =  2 нерівність (11) справджується. Припускаючи, що нерівність (11) справ

джується для деякого m = k і використовуючи (4), одержимо

= Rk Н——— h 2 > Rk + R\ + 2(k + 1) + 2 > R\ -I- 2((/c -(- 1) + 1),
Я-fc+i -Rfc

а це означає, що нерівність (11) справджується для всіх m =  2, 3 ,... .

З іншого боку,

= Яі + —— + 2 < — -|———f- 2 = —— |- 2(2 — 1) +
Д2 # і ~ 4 i?! Ri v ' 2 - 2 ’

тобто для ти =  2 справджується нерівність

1 1 ш 1
- < ж + 2(га-1) + Е й. (12)

*;=2

Припускаючи, що нерівність (12) справджується для деякого значення m > 2 і врахо

вуючи (4), (11), одержимо

1 1  1 т л j
—--  = Rm + —-- l· 2 < Rm + —- + 2(777 — 1) + ^  —  + 2 <
Rm+l I'm Κι Zk

m 1 1 m+1 -

ί  д 1 + 2 (т + і) + wl +2m + ^ T k < Wl + 2 ({m + 1)~ 1) + ^ 2 ~ k ’
k—2 k—2

отже, нерівність (12) справджується для довільних m =  2 ,3 ,... . З нерівностей (11),

(12) випливає правильність нерівності (10). □

Зауваження. Оскільки

Rn ~ 4 N ~  Τ' _  4Ϊν > η , 1 _  47V’ ^  “  2’

fc=2 1

4 1
то за умови Ri > — — виконується нерівність R n > , тобто радіус круга з

центром у початку координат, який є простою множиною абсолютної збіжності ГЛД 

вигляду(1) з N  гілками розгалужень, може бути більшим, ніж радіус круга з центром



у початку координат, який є простою множиною абсолютної збіжності ГЛД загального 

вигляду з N  гілками розгалужень.

Значення Rk, k =  2, 3 , ,  які визначаються співвідношеннями (4), залежать від Я ь
1 х

Rk < а функція f (x ) =  т— -— — монотонно зростає для 0 < х < 1. Тому
4 (x + 1У

Rk (Rx) < Rk Q )  = Rl  k =  2 , 3 , . . .  , 

де {R*k} - послідовність додатних чисел, що визначаються у такий спосіб:

щ  =  \’ яг+, =  № Т Т Г  Л =  1’ 2........  (13)

Згідно з твердженням 3 правильною є така оцінка:

1 . _  . 4

2(^ + ΐ)+ΣΑ
k=2

Твердження 4. ГЛД вигляду

ν , - R *n ~ 8{N  + 1) + 1 ' N  2’ 3,

ОО l k - 1 j- j

ι + ϋ Σ ΐ ϊ ’ Β > ° >  <1 4 >
k= 1 г/с = 1

з iV гілками розгалуження (і0 =  N) збігається тоді і лише тоді, коли

R < R *n , (15)

де {R*k} — послідовність додатних чисел, що визначаються рівностями (13). Значення 

ГЛД (14) дорівнює

(1 - η )  (1 - г2) ... (1 - т>),

де
1- У Г ^4Т ?

rjv = ---- х---- , (16)

Г‘ =  5 ί 1 “  ’ k = Ν  ~ λ’ Ν  ~ 2....... ί- ( « Ι

Доведення. За умов (15), (13) для ГЛД (14) виконуються умови тверджень 1 і 2. Тому, 

враховуючи твердження 2 і зауваження, доходимо висновку про достатність умов (15), 

(13) для збіжності ГЛД (14).

η-й підхідний дріб ГЛД (14), η = 0,1, .. . , дорівнює його деякому залишку, а саме:

Розв’язуючи рівняння (17) відносно Tfc+i, отримаємо

rk (1 - гк)
Гк+1

Гк (1 - гк) + 1’

отже, за умов (16), (17) для Гі, г2, . . . ,  rN виконуються співвідношення (5).

Оскільки для ГЛД (14) справджуються умови тверджень 1 і 2, то для його залишків 

є правильною оцінка типу (3). Враховуючи рівності (6), (7) і (18), одержимо

/п > (1 - η )  (1 - г2) . · · (1 - rN) . (19)

Доведення необхідності проводимо за індукцією по кількості розгалужень ГЛД ви

гляду (14). Позначимо через f k)rn к-й підхідний дріб ГЛД вигляду (14) з m гілками 

розгалуження.

У випадку m =  1 ГЛД (14) перетворюється на звичайний неперервний дріб

00 -R

1 + D ̂ 1Г> R > °> 
к= 1

який збігається тоді і лише тоді, коли R < R{ = - [4], причому

.. , 1 + ч /Г ^4 R
lim fkji = ---- -----  = 1 - η ,
к—у оо Ζ

1 - у/ І  - 4 R 
де Гі — ---- ----- .

Якщо m > 2, тоді

R
fk+l,m fk+l,m— 1 ~7 ) k 0, 1, .. . , 777, 2, 3, .. . ,

J k,m

або

fk+l,rn “7 fk+\,m—15 k 0,1, .. . , 777, 2, 3, .. . . (20)
Jk,m

Припустимо, що ГЛД (14) з m = 2 збігається. Тоді

lim (fk+i,2 + \ =  lim / fc+u,
k~>°° \ Jk,2/ k-̂ °°

1 . . . 1 - y/l - 4 R  ,
отже, R < -, і можна записати, що R =  r2 (1 — r2), де r2 =  ---- ----- , i lim Д+ід =

4 2 fc->oo
1 — r2. З урахуванням припущення про збіжність ГЛД (14) з m =  2 доходимо висновку,

що F2 =  lim / fc 2 φ 0 при R < - , a F2 є дійсним коренем рівняння
/с—>оо ’ 4

F22 - ( l - r 2)F 2 + r2 ( l - r 2) = 0 . (21)

Дискримінант рівняння (21)

D =  (1 - г2)2 - 4г2 (1 - г2) =  (1 - г2) (1 - 5г2)



буде невід’ємним за вище наведених припущень лише тоді, коли

^  * 1 Г2<Г2 =  -,

г2(1 ~ г2} ~ 25 = ^ 2 

У випадку D  > 0 рівняння (21) має два корені:

1 — г2 — \/(1 — г2) (1 - 5г2) _ 1 - г2 + \/(1 - г2) (1 - 5г2)

2 ’ 2

Нехай _______
і /  / 1 ^ 7

= 2 Vі -

Тоді у випадку D > 0 менший з коренів рівняння дорівнює (1 — г2)гь а більший - 

(1 - г2) (1 - η ) .

Враховуючи нерівність (19), доходимо висновку, що

F2 = lim f kt2 > (1 - г2) (1 - η ) ,
fc—> OO

отже,

r  (Л \ /1 \ 1 ~ r2 + v ( l  - r2) (1 - 5r2)
F2 =  (1 - r2) (1 - n )  = ---------------------- -.

Таким чином, твердження 4 правильне для ГЛД вигляду (14) з двома гілками роз

галужень (г0 =  2).

Припустимо, що твердження 4 правильне для ГЛД (14) з т  гілками розгалужень, 

т  >  2. Розглянемо необхідні умови збіжності ГЛД вигляду (14), кількість гілок розга

лужень якого дорівнює тп+1. Використовуючи (20) і міркуючи аналогічно, як у випадку 

771 =  2, маємо

/  R \ т+1
Я £ Ят , lim i /fc+l,m+l + "7 ) = fk+l,m — Fm ТТ (1 — к̂) і

к̂ ° °  \ Jk,m+1)  к~>°° Г_,

ДЄ

1 - У Г ^ 4 R  1 ( л І1- 5гк+1\ ,
Гт+і = ---- ----- , Гк = - 1 - W------  , к =  т , . . . ,  2.

1 - гк+і у

Значення Fm+1 = lim f k,m+i — дійсний корінь рівняння
/с—>оо

т+1

к=2

дискримінант якого дорівнює

771+1

D  =  Д  (1 - rk f  - 4rm+i (1 - гт+1 ) . (22)

к=2

Для елементів послідовності {г^} і довільного натурального числа т  справджується 

рівність
τη ^

ТТ (1 — Гк)2 = ----гт (1 — гт ) , 1 <1 < т .  (23)
1 1 Гі
к=1 1

Дійсно, при т  — І рівність (23) очевидна:

(1 - rm)2 = ---— гт (1 - гт ) .

Якщо рівність (23) справджується для деякого значення /, 2 < І < т , то

т  1

I  f (1 - rfc)2 =  (1 - Г;_і)2 ---—Гт (1 - Ггп) =
. . Тік=1-1

= (1 - Г;_ і )2 ---—--------------------- -Гт (1 - Гт ) =  —---- (1 - Гт ) ,
Г|_! (1 — Г|_і) Г;_!

отже, рівність (23) справджується для всіх /, 1 < / < т .

Тому
771+1

rm+i (1 - г„+1) =  ТТ (1 - Г і)2. (24)

1  -  Г 2  І , 2

Підставляючи рівність (24) у вираз (22), отримаємо

771+17 7 1 /  \

D = U ( l - r k?  ( 1 - 4 ^ )  > 0 Г2 < Г*2 <  і ,  
5

Ят +1 — (1 7'т+і) < rm+1 ( і rm+l) ^  Rm+V

Враховуючи оцінку (19), доходимо висновку, що

771+1 /  ΓΖ--------- \ 771+1

(l-7-fc),

отже, твердження 4 правильне і для ГЛД вигляду (14), кількість гілок розгалужень 

ЯКОГО дорівнює 777+1. □

Таким чином, N-й член послідовності {R*n}, яка визначається співвідношеннями

(13), — це максимально можливий радіус круга з центром у початку координат, який є 

множиною абсолютної збіжності ГЛД (14) з N  гілками розгалужень.
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УДК 517.97

Б а к  С.М.

ІС Н У В А Н Н Я  П Е Р ІО Д И Ч Н И Х  ЗА  Ч А С О М  Р О З В ’Я З К ІВ  С И С Т Е М И  

О С Ц И Л Я Т О Р ІВ  Н А  Д В О В И М ІР Н ІЙ  ГРАТЦ І

Бак С.М. Існування періодичних за часом розв’язків системи осциляторів на двовимірній 

гратці // Карпатські математичні публікації. — 2012. — Т.4, №2. — С. 175-196.

Розглядається система диференціальних рівнянь, яка описує динаміку нескінченної 

системи осциляторів па двовимірній гратці. Отримано результат про існування періодич

них за часом розв’язків. За допомогою теореми про гірський перевал отримані достатні 

умови існування таких розв’язків.

ВСТУП

У цій статті вивчаються рівняння, що описують динаміку нескінченної системи ліній

но зв’язаних нелінійних осциляторів, розміщених на плоскій цілочисловій гратці. Нехай 

Яп,т(і) — узагальнена координата (п, т)-го осцилятора в момент часу t. Припускається, 

що кожен осцилятор лінійно взаємодіє з чотирма своїми найближчими сусідами. Рів

няння руху системи, що розглядається, мають вигляд:

Яп ,т  l , m ( 9 n  —1,ш Я п ,т ) ^п ,гп (Яп ,т  Чп+\,тп)

1 (9n,m —1 9n,m) bn m (<Jn m Qn,m+1); (^ і ΉΙ) Є Ζ  . (1)

Рівняння (1) представляє собою нескінченну систему звичайних диференціальних рів

нянь. Якщо а„_і)Ш = а„>т = 6„іт_і =  Ьп<т ξ  1, то лінійна частина правої частини

рівняння дорівнює (Δ g)n,m = qn+hm + qn-l,m + Qn,m+1 + Qn,m— 1 - 4qn,m — двовимірний

дискретний оператор Лапласа.

Розглядаються такі розв’язки системи (1), що задовольняють крайову умову на не

скінченності:

lim qn,m(t) =  0. (2)
n,m-*±oо

Ця умова означає, що осцилятори знаходяться в стані спокою на нескінченності.

2010 Mathematics Subject Classification: 35Q55, 35Q51, 39А12.
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Подібні системи є цікавими з огляду на численні застосування у фізиці [11], [13],

[14]. В статтях [1], [5], [15] та [16] вивчались біжучі хвилі в системах лінійно зв’язаних 

нелінійних осциляторів, розміщених на двовимірних гратках, а в статтях [2] і [3] — 

питання коректності задачі Коші для таких систем.

У цій статті отримано умови існування періодичних за часом розв’язків нескінченної 

системи лінійно зв’язаних нелінійних осциляторів на двовимірній гратці. Дана робота 

узагальнює результати, отримані в [6], на випадок двовимірної гратки.

1 П о с т а н о в к а  з а д а ч і  т а  о с н о в н і  п р и п у щ е н н я  

Розглянемо систему осциляторів з потенціалом:

Un„ М  = - % v  + к,,„(г),

і покладемо

Сп,т — dn<rn On-l,m Q"n,m ^n,m —1 ^rj.m·

Тоді рівняння (1) набуде вигляду

Яп,т ~  ^п—1,тпЯп—1,т "Ь ^п,тЯп+1,т ~Ь ^n,m —l9n,m—1 "Ь

~̂~Cn rnQn,m Уп гп(Яп,тп) і (ті) Тґі) Є Z . (3)

Враховуючи граничні умови (2), це рівняння розглядаємо як диференціально-опера-

торне

q =  A q-B (q ), (4)

де А — оператор лінійної взаємодії осциляторів, який визначається рівністю

(Aq)nm — &п—1,тЯп — 1,тп ""Ь ^п,тЯп+1,т Ι̂ Ζη,τη — 1 ^п^тпЯп.т

(такі оператори вивчались в [7]), а нелінійний оператор В  —

(В(я))п,т ~ Кі,ш(9п,ш)і (5)

в просторі 12 =  /2(Z2) дійсних послідовностей q =  {qn,m} зі скалярним добутком

(?<і),?(2)) = Σ

η,τηΕΖ

Скалярний добуток і норму в /2 позначатимемо відповідно (·, ·) і || · ||.

Далі нам також знадобиться простір 1°° — банахів простір обмежених послідовностей 

з нормою

\\q\licc = sup
n,m€Z

Зауважимо, що рівняння (3) у просторі 12 можна подати у гамільтоновому вигляді

f р = -Щ ір,я ),

\ я =  Щ (р,о)

з гамшьтоніаном

н (Р,я) =  \ (Ibll2 - (Aq,q)) + Σ  Уп,т(Яп,ш),
π,τπΕΖ

де p = q.

За означенням, розв’язком рівняння (4) вважається двічі неперервно диференційов- 

на функція від t зі значеннями в 12.

Всюди далі припускається, що

(і) коефіцієнти anjn,bn>Tn і сПіТП є N -періодичними, тобто ап+дг,т = a n,m+N — о„іТП,

bn+N,m n̂-\-Ntm  ^n,m+iV ^η,ττίΐ * А  додсОПНО GU3HCL4eHUU в /2 ,

тобто існує таке а 0 > 0, що

(Aq,q) > oc0\\q\\2, q Є Z2;

(и) для будь-яких η, т  Є Ζ функція Vn,m(r) — неперервно диференційовна, КгіТП(0) = 

KI,m(0) — 0 т а V^m(r) =  о(г) при r —> 0, і виконується умова N -періодичності 

^η+Ν,πι{χ) — n̂,m+yV (?) Vnm(v) >

(гіг) існує таке μ > 2, що

0 < μνη>τη(r) < K >m(r)r, r φ 0.

З умови (і) випливає, що оператор А є обмеженим самоспряженим в 12.

Лема 1.1. Нехай Vn<rn задовольняє умови (гг) та (гіг). Тоді існують-т&кі константи сі > 0 

та do > 0, які не залежать від n і тп, що еїзг-ч· :я Стефаяика

Vn,m(r) >  ά\τ\μ -  d0. Д  8 Щ Л іО Т й ( і ! 5 А

Доведення. Зафіксуємо г0 > 0. Оскільки 7 7 9 0—ЗгД __— _—

V W )  >

то згідно стандартних результатів про диференціальні нерівності [10], Vn,m(r) > y(r) 

при r > г0, де y(r) — розв’язок диференціального рівняння

у’(г) =  - у(т) 
r

з початковою умовою y(r0) =  Vn,m(ro)· Останній можна знайти в явному вигляді

Уп,т(Г0)
У\<) =

Отже

( \ r n,m\' U/ П
У (г )  =  μ  r » .  

r о

Vn,m(r) > К,ті Го)^ ,  r > r0.
ro



Тоді для всіх r > 0

ν ς , „ Μ  > ( ζ  - 1) = - к„,„(г„).
V ro / ro

Аналогічно, для r < 0

к ,т (г) > — П  - V„,„(r0).

Звідси отримуємо (6) з

Vn,m( Го) Vn,m(r θ)
ei =  inf min νμ

'o

d0 = sup max [Vn,m(r0), К,)т(-г0)].
n.m

□
Лема 1.2. Нехай виконуються умови (гг) та (гіг). Тоді існує така неперервна монотонно 

зростаюча функція a (r),r  > 0, що

σ(0) =  0, lim a(r) =  +оо
i—у+оо

K,m(r )r <  СГ(1Г1)7'2·

Доведення. Покладемо

a(r) =  max sup -----
n,m |s|<r s

Нерівність (7), неперервність та мононтонність a(r), а також рівність <т(0) =  0 очевидні. 

Із умови (гіг) та леми 1.1 випливає, що

a(r) > const ■ Γμ“2

при достатньо великих г. Оскільки μ > 2, то о(г) —> +оо при r —> +оо і тому лему 

доведено. ^

Відповідно до умови просторової періодичності системи, природньо розглядати такі 

періодичні по n і m крайові умови. Нехай k > 0 — ціле. Розглянемо рівняння (1) з 

крайовою умовою

Qn+kN,m =  Qn,m+kN Qn,m■ (®)

Ця задача використовується, як допоміжна, при вивченні періодичних розв’язків задачі

(1), (2). Запишемо цю задачу у вигляді диференціально-операторного рівняння. Позна

чимо через Щ простір fciV-періодичних послідовностей. Це скінченновимірний простір 

розмірності kN  x kN.

В просторі /2 введемо норму

1/2

мі* = І Σ  і"-' І2 ι,τη

та скалярний добуток

-  ~1~2~

(Р) Ч)к ^   ̂ Vn,m4n,mi

k N - ΐ ψ ]-1

n,m=-f ^ ]

де [!ψ-] — ціла частина ψ-.

Оператор А діє також і в просторі І2. Цей оператор будемо позначати Ак. Формула 

(5) показує, що оператор В  також діє в 12. Позначимо його через Вк. Тоді задача (1), 

(8) запишеться у вигляді

q = Akq - Bk(q). (9)

Лема 1.3. Нехай виконується умова (і). Тоді

(Akq,q) > aoIMlL Я Є 12.

Доведення. Оскільки Ак — самоспряжений скінченновимірний оператор, то достатньо 

показати, що для будь-якого його власного значення Λ маємо Λ > а 0. Якщо Λ — власне 

значення Ак з власним вектором q Є /2, то q є узагальненим власним вектором оператора 

А (див. [8], [19]). Отже, Λ — точка спектру оператора А. Оскільки спектр А лежить у 

множині [αο,+oo), отримуємо те, що вимагалося. □

Надалі нам знадобляться деякі простори соболєвського типу. Нехай Т > 0. Позначи

мо через Хт підпростір Т-періодичних функцій із Я/ос(К;/2). Це гільбертів простір зі 

скалярним добутком

гТ/2

(я,р)т =  / [(q(t),p(t)) + (q(t),p(t))]dt.
J -ТІ 2

гТ/2

І
-Т/2

Відповідна норма в Хт позначається через || ■ Ци

вільні явно, простір Х т складається із послідовностей q =  {qn,m(t)}n,mez таких фун

кцій C/Vi,m Є Н1ос(Ш), що qn,m(t T) qn,m(t) і

ДЄ

IMItfl(a;b) =  [  [К*)|2 + \u(t)\2]dt.
J a

Згідно теорем про вкладення (див., напр., [8], [9]), Х т неперервно вкладений в простір 

Сх(М;/2) неперервних Т-періодичних функцій зі значеннями в /2.

Аналогічно, Хт,к позначає підпростір Я (1ос(М, 12), що складається із Т-періодичних 

функцій, зі скалярним добутком

fT/2
(q,p)r,k=  / [(<i(t),p(t))k +(q(t),p(t))k]dt

J -Т/2

і відповідною нормою II-Цт,*;· Його елементи — послідовності q = {qn,m(t)} таких функцій

9п,ш ^ Ніос(Ш), ЩО qn,m(t “Ь Т) Яп(і) І qn+kN,m(t) *7n,m+fcJV ( )̂ Яп,гп(̂ ). Як І ВИЩЄ,

Х ТМС Ст(Ш,Ік2).



Перейдемо безпосередньо до варіаційних постановок для рівнянь (4) та (9). Першому 

з них відповідає функціонал

/ т/2 Г1 1
5 ІШ ІГ  + 5(Л0(«).?(ί))-  Σ  v"·Л чп А ї))

■Т/2 Δ Δ „ 7

fT/2

-Т/2 п,тЄ Ζ

на просторі Х т · Функціонал, що відповідає рівнянню (9), має вигляд

гТ/ 2

dt (10)

/1 /  Δ

■Т/2

kN - ΐ ψ ] - !

dt (11)

та визначений на просторі Хт,к- Ці функціонали коректно визначені на відповідних 

просторах. Дійсно, їх квадратичні члени скінченні відповідно до означень просторів 

Х т та Хт,к- Неквадратичні члени також скінченні, оскільки, згідно теорем вкладення, 

q(t) — неперервна функція на [—Т/2, Т/2] зі значеннями в 12 або І\ відповідно, а згідно

( а ) ,

Km(r)| < С'ІГІ2

на будь-якому скінченному інтервалі зміни г.

Для формулювання наступного результату нагадаємо, що (/, и) позначає значення 

лінійного функціоналу /  на елементі и.

Лема 1.4. Нехай виконуються умови (і) та (гг). Тоді функціонали Ф і Ф*; належать 

класу С 1, а їх похідні задаються формулами

Т/2

Т/2

(q(t), h(t)) + (Aq(t), h(t)) ̂ ^  Vn)m(qn,m(t))hn}m(t)
η,πιαΖ

dt (12)

(Φ*(9).Λ) = J
Til

T/2

ΗΝ-\ ψ]-1

(q(t), h(t))k + (Akq(t), h(t))k — ^n,m(.Qn,m(t))hn,m(t) dt.

(13)

для h Є Хт та h Є X T,k відповідно.

Доведення. Розглянемо функціонал Ф. Нехай q Є Хт, h Є Хг та |Л| < 1. Тоді

гт/2 1 
[

-Т/2

-\- — (Aq(t) + XAh(t), q(t) + \h(t)) ^   ̂ Vn,m(Qn,m(t) + Xhn m(t))dt

fT /2  i 1

Φ(<7 + λΛ) =  /  Й Ш І Г  + Л ( ^ ) , ^ ) )  + ^А2||М0ІР
J- T /2  & Z

n,m6Z

/*т/2 1 - 1 - о ї
= J  [̂ \Ш\\2 + X(q(t),h(t)) +-\2\\h(t)\\2 + - (Aq(t),q(t)) 

+X(Aq(t), /i(i)) + ІА2(Л/і(£), h(t)) - Vn,m(qn,m(t) + Xhn,m(t))\dt.
,,τπΕΖ

Оскільки

Γ /ζ · 1
Ф (q + λ h) - Ф ^) =  / [A (q(t), h(t)) + ~X2\\h(t)\\2 + Λ (Aq(t), h(t))

J- T /2  1

+ ]-X2(A h (t) ,  h ( t )) -  ^ 2  Cvn,m(qn,m(t) +  Xhn<m(t)) -  Vn<rn(q ^ m (t)))]d t,

то

(Ф '(q),h) =  lim

η,τηΕΖ

Ф(д + Xh) - Ф(д) 

Λ—>0 Λ

rT/2
= / [(9(ί).Λ(ί)) + (Aq{t),h(t))-

J- T /2

V  lim
' λ->0

η,ηι

fT/2

^п,гп(Яп,гп(t) “b A/ln m(i)) ^n,m(qn,m(t))

Ahnim(t)
hn,m (t)]dt

=  / [(9(0. M0) + (A q ( t ) ,h ( t ) )  -  Σ  Vn,m (qn,m (t))hn,rn(t)}dt.

J - T/ 2 η,τηβΖ

Неважко переконатися, що похідна Ф'((/)> задана формулою (12), неперервна по g Є Хт· 

Випадок Ф^ аналогічний. □

Наступне твердження зводить знаходження Т-періодичних розв’язків рівнянь (4) та 

(9) до пошуку критичних точок відповідних функціоналів.

Лема 1.5. Нехай виконуються умови (і)-(гіг). Тоді критичні точки функціоналів Ф та 

є  Т-періодичними розв’язками рівнянь (4) та (9) відповідно.

Доведення. Розглянемо тільки випадок функціоналу Ф. Другий випадок аналогічний. 

Якщо q Є Хт — критична точка функціоналу Ф, то за лемою 1.4

<Ф'(9),Л> =
fT/2

(q(t), h(t)) + (Aq(t), h(t)) - ^  V^m(qntm(t))hnjn(t) dt =  0

для будь-якого h Є Хт- Або, інтегруючи частинами перший доданок, маємо

г-Т/2

-Т/2

(~q(t),h(t)) + (Aq(t),h(t)) - Σ  K m ( q n , m ( t ) ) h n ,m ( t )

n,raGZ

dt =  0

для будь-якого h Є Хт- Це означає, що q — слабкий розв’язок рівняння (4).

Отже,

q =  A q-  B(q)

в сенсі узагальнених функцій. Однак за теоремою вкладення q Є С(Ш,12). Отже, Aq Є 

С(Ш,12) і, згідно умови (n), B(q) Є С(Ш,12). Таким чином, q Є С(Ш,12) і значить, q — 

двічі неперервно диференційовна функція зі значеннями в 12. Оскільки за означенням 

простору Х т q є Т-періодичною функцією, то q — Т-періодичний розв’язок рівняння 

(4), □

Далі нам знадобиться наступна проста лема, яка дає нерівність між нормами кри

тичних точок і відповідними критичними значеннями для функціоналів Ф/. і Ф.



Лема 1.6. Нехай виконуються умови (г)-(ш). Тоді існують такі константи εο > 0 і

О  О, які не залежать від k , що для будь-якої критичної точки функціоналів Ф або Фк

Є0 <  І М Г  <  сФ{я)

або

Єо < м і  < сФкія)

відповідно.

Доведення. Розглянемо випадок функціоналу Ф. Випадок Ф*, аналогічний. Нехай q Є 12

— критична точка Ф. Тоді Ф'(д) =  0 і

Ф (q) =  Ф (q) - -(Ф '(q),q)

= J  Ш Ш 2 + (АЯІЇЇ’ЯІШМ

гт/2 і
- / Σ  (Vn,m(qn,m{t)) - -V^m{qntm{t))qn<m{t))dt.

J - T/ 2 n,me Z μ

Згідно умов (г) та (гіг),

2 Гт/2,, _  о гтІ2 
Ф ( 9 ) > ^  /  (ll</(t)l|2 + ao lk(i)f)rfi

J  —T ї ї

> ^М\я\\т,

де β0 — m in(l, α0). Звідси випливає те, що вимагалося в другій нерівності.

Далі, оскільки (Ф'(д),д) =  0, то

ГТ / 2 гТ/2

/ {ІІ9(0І|2 + (Aq(t),q(t))}dt =  /  Σ  K,m(qn,m(t))qn,m(t)dt.
J - Τ β  J ~T/2 n,me Z

А тому

,Τ /2  λΤ/2

A lk llr  < /  {ІІ?(<)ІІ2 + И<г(<),?(0)}л= /  Σ  К „ ( ч» А Ш пА і)лі·
J - T / 2 J ~T/ 2 n,meZ

Використовуючи лему 1.2, отримуємо

/ЗоІкІІг — <7(ll(?llc(-|:, f ;і°°))' ІМІг·

Оскільки q Ф 0, то звідси випливає, що

βο < σ ( Μ 0{_ ζ ζ , ιαο)).

Згідно теореми вкладення,

βο < (̂||д||с(_т ζ ;ίί)) < а ( с  · ||g||r)

з деяким С > 0.

Тепер достатньо покласти

.1/2 _  η -χ _ ь

і лему доведено. □

При доведенні основної теореми нам знадобиться одна проста властивість стаціонар

них розв’язків. Зауважимо, що будь-який стаціонарний, що не залежить від t, розв’язок

систем, які розглядалися вище, є Т-періодичним для будь-якого Т > 0. Стаціонарні

розв’язки задовольняють рівняння

Aq = B(q) (14)

Akq = Bk(q) (15)

в залежності від граничних умов. Зауважимо, що обмеження функціоналів Ф та Ф^ на 

простори сталих функцій мають вигляд Т ■ <p(q) і Т · <pk(q), де

ψ ((ΐ) =  \ { A q ,q )  -  Σ  Vn,m {Qn,m ), ς  Є  Z2 ,

kN - [ψ]-1
1 \

Ψk{q) ~~ y(Akq, q)k 'y  ̂ ^n,m (*7n,m)) 9 G /2 ·

Отже, сталі розв’язки рівнянь (14) і (15) є критичними точками функціоналів φ та 

<рк відповідно. Причому, при виконанні умов (г)-(ш) g ξ  0 є тривіальним стаціонарним 

розв’язком.

Лема 1.7. Нехай виконуються умови (і)-(гіг). Тоді існує така константа 60 > 0, яка 

не залежить від k, що для будь-якого ненульового розв’язку q Є 12 (відповідно q Є І2 ) 

рівняння (15) (відповідно (14))

IHU > ίο

(відповідно

ІМІ >  ίο)·

Крім того,

¥>*(?) >

φ( ύ  > ^ o S l

відповідно.



Доведення. Розглянемо випадок рівняння (15). Помноживши його скалярно на q, маємо

(Akq,q)k =  (Bk(q),q)k.

Згідно умови (г), отримуємо

ΙιΝ -[ψ]-1

a0\\q\\l < (Bk(q),q)k = К,т(Яп,т)Яп,т· (16)

η,τη=—[̂γ-]

За лемою 1.2

K ( r )r <  <K|r|)r2, (17)

де функція a(r),r > 0, неперервна, монотонно зростає, σ(0) =  0 і а(г) —> +оо при 

r —> +оо.

Із нерівності (16) отримуємо, що

«0ІІ9ІІІ < σ(||ς>||*)ΙΜΙ*·

Оскільки q ф 0, то

сг(ІМи) > «о > о,

отже,

IHU > 00 =  σ _ 1 (α0) > 0.

Доведемо другу частину леми. Оскільки q — критична точка ірк, то <fk(q) — 0. Отже,

4>к{я) =  <Pk(q) -  - t y k{q),q ) 
μ

kN - ΐ ψ  1-1 
1 1 х 2

2 μ

/  γ

(Αkq,q)k 'y  ̂ ( Vn)m(qn,m) ~Vnm{qn,m)qn,r,
rfcJV, V βη,τη=-[ψ]

Згідно умов (г) та (гіг),

- V ’ a ° ^ h - V ' αθ/5° ’

тобто лему доведено. □

2 Основні РЕЗУЛЬТАТИ

Доведемо спочатку існування Г-періодичних розв’язків рівняння (9). Ця задача має 

незалежний інтерес, однак результат про існування її розв’язків буде використано для 

доведення існування Т-періодичних розв’язків рівняння (4).

Для побудови шуканих розв’язків, згідно леми 1.5, достатньо знайти нетривіальні 

критичні точки функціоналу в просторі Хт,к- 3 цією метою буде використана теорема 

про гірський перевал.

Наведемо спочатку деякі попередні відомості. Нехай φ — С 1-функціонал на гільбер- 

товому просторі Н. Говорять, що φ задовольняє умову Пале-Смейла, якщо виконується 

наступна умова:

(PS) Нехай — така послідовність елементів Н, що послідовність φ ί μ ^ )  обме

жена і (р'^и^) —> 0. Тоді u містить збіжну підпослідовність.

Зауважимо, що при перевірці цієї умови можна без обмеження загальності вважати, 

що числова послідовність ір'(и('т '1) збігається.

Сформулюємо тепер теорему про гірський перевал в необхідній нам формі (доведен

ня див. в [18], [20]).

Теорема (Про гірський перевал). Нехай ψ — С 1 -функціонал на гільбертовому просторі 

Н з нормою У · II, що задовольняє умову Пале-Смейла. Припустимо, що існує е Є Н і 

r > 0 такі, що ЦеII > r і

β =  inf ip(u) > φ(0) > φ(ε). (18)
IM=r

Нехай

b — inf max </7(7 (7·)), (19)
7ЄГ гЄ[0,1]

де

Γ = {7 e С([0; 1]; Я) : 7(0) = 0, φ(Ί (1)) < 0}. (20)

Тоді b — критичне значення функціоналу ψ і b > β.

Зауваження 2.1. Нехай Є Г — деякий елемент (шлях). З  побудови критичного 

значення b маємо

b<  max ¥>(70(7-)).
тЄ [0,1]

Це дозволяє оцінити критичні значення зверху.

В наступних лемах перевіряються умови цієї теореми для функціоналу Ф*;. Той факт, 

що Фд. — функціонал класу С 1, вже встановлено в лемі 1.4.

Лема 2.1. При виконанні умов (і)-(пі) функціонал Фк задовольняє умову Пале-Смей

ла.

Доведення. Нехай u^  Є Хт,к — така послідовність, що Фк(и ^ )  —> 0 і Фк(и ^ ) < С. Тоді

гТ /  2

Ф і ( и М ) _  І ( φ'ι(„ ω ) , „ « )  =  ( і - і )  ί  {ΙΙ«ω (ί)ΙΙΪ 
μ \ζ μ /  j-T/2

Τ/2 Μ - Ι φ ] ~ 1/l/z ■

Σ,
■Τ/2Τ/2 η ιΤη= - [ ψ ί

- - Κ „ « !η ( ί ) ) « ϋ (< ) } *  > Ι«ω ΙΙτΛ.
μ  Δ μ

де β0 =  min(l, α0). При достатньо великому ρ маємо

|(φ;(“ ('”) ,“ (’’)>Ι < μ ·



Тому

A)llu^llit < с  + ||ŵ ||r,fc·

Остання нерівність не може виконуватися для необмеженої послідовності . Таким 

чином, вже доведено, що послідовність и ^  — обмежена.

Оскільки простір Хт,к — гільбертів, а ПОСЛІДОВНІСТЬ и — обмежена, то, переходя

чи до підпослідовності, вважаємо, що и ^  —> и слабко в Х т<к. Оскільки простір Щ — 

скінченновимірний, то вкладення Хт,к C С (—Т/2, Т/2; 1%) — компактне. Тому —»■ и 

сильно в С (—Т/2, Т/2] 1%).

Маємо
/•Т/2

- « (,)) =  /  {||uw (t) - ύ{,)(ί)ΙΙΙ
J -Т/2

де β0 =  min(l, α 0). Отже,

Оскільки Ф'к(и ^ )  —> 0 сильно, а — обмежена, то перший член в правій частині 

(21) прямує до нуля при p, І —* оо. Другий член також збігається до нуля, оскільки 

-» и сильно в С (—Т/2, Т/2] 1%). Отже, ||и(р) — и̂\\т к̂ —> 0 при р,1 —> оо. Таким 

чином, и — послідовність Коші в Хт,к- Враховуючи перехід до підпослідовності на 

початку доведення, отримуємо те, що вимагалося. □

Лема 2.2. Нехай виконуються умови (г)-(гіг). Тоді існують такі г0 > 0 і е Є Хт з

\\e\\k >  ro , Щ О

inf Фк(и) > 0 (22)
ІМІт,к=П)

і §k{e) < 0. Число г0 може бути вибране таким, що не залежить від к.

Доведення. Використаємо нерівність (17). Згідно (гіг),

Vn,m(r) < μ  V(|r|)r2.

Маємо

Використовуючи (г) і той факт, що другий інтеграл в правій частині більший за ||«||̂ fc, 

отримуємо

Фк(и) > у  \\и\\2тк - μ _1σ(||̂ ||τ,0ΙΙ^||τΛ

= {γ-μ"ΜΙΝΙ*)}ΐ№*,

де β0 =  min(l,«o)· Виберемо г0 із умови σ(τ0) =  μβο/4. Отримаємо

Фk(u) > j r 2,

що доводить (22).

Для доведення другого твердження зафіксуємо ненульовий елемент U Є Хт,к- Згідно 

леми 1.1, маємо при т > 0

1 Гт/2
$к (ти ) =  - {\\τΰ(ί)\\1 + (A k(T u ( t ) ) ,T u ( t ) )k}dt

z  J- T /2

т2 Гт/2
< /  {№(011l  + (Aku(t),u(t))k}dt

Z J-T/2

Оскільки μ > 2, то при достатньо великому т > 0 маємо Фк(ти) < 0. Таким чином, 

твердження леми виконується з е = ти. □

Теорема 1. Нехай виконуються умови (і)-(гіг). Тоді для будь-яких Т >  0 і натураль

ного k рівняння (9) має ненульовий Т-періодичний розв’язок q = q(T'k>. При цьому для 

будь-якого Т > 0 існують такі константи є0 > 0 і С  > 0, які не залежать від k, що

ε„ <  I I , ™  II <  с, 

εο <  < C.

Більше того, існує таке Т0 > 0, яке не залежить від k, що q(T'k"> не є сталою функцією і 

залежить від t при всіх T > Tq.



Доведення. Згідно лем 2.1 і 2.2, для функціоналу Фк виконуються всі умови теореми 

про гірський перевал. Таким чином, існування розв’язку q ф 0 доведено. Залишається 

перевірити, що при достатньо великих Т розв’язок q =  q(T’k'> не є сталим.

Нехай q — деякий сталий розв’язок. Тоді, згідно леми 1.7, для відповідного критич

ного значення Фk{q^) маємо

Фл,(<г<0)) > “ «.А2 · т, (23)

де δ0 > 0 з леми 1.7.

Тепер оцінимо Фк(д(Т’к)) =  Фк(я) зверху. Нехай и Є Хт,и Ф 0. Тоді, як показано в 

доведенні леми 2.2, Фк(ти) < 0 при всіх достатньо великих т > 0. Згідно зауваження 2.1, 

для критичного значення маємо

Фк(д) < т ахФ к(ти). (24)
т> 0

Візьмемо в якості u(t) таку функцію, що unm̂(t) =  0 при (п,гп) ф (0,0), и0,о(і) =

sin(2 ττί/ηΤ) при 0 < t < ηΤ і u0i0(t) = 0 при η T < t < T, де η Є (0,1) буде вибрано

пізніше. Припускається, що u0t0(t) продовжена на всю вісь як Т-періодична функція. 

Тоді, використовуючи лему 1.1, одержуємо

т 2 ι·ηΤ l-ηΤ

®k{Tu) =  Y  {|ώ0,ο(ί)|2 + c0fi\u0,o(t)\2}dt - / Vo,o(ru0:0(t))dt

τ2 [ηΤ 2π 2πί ο . 2πί 2ι ίη1 2πί.„ ,
~2 J ^ Y COŜT̂  + c0fi\sm— \ }dt - άτμ J  | sin —  \μάί + ά0ηΤ. (25) 

Покладемо

Αμ =  ί  I s'm2nt\'1d,t.

Зауважимо, що

Α2 = ί  sin2 2πί · dt =  /  cos2 2πί ■ dt =
Jo Jo 2

Із (25) випливає, що

Т2 47Г2
Фк{ти) < - j { ^  + Со,оηΤ} - άΑμ(ηΤ)τμ + d0ηΤ.

Нехай Τ0 = 2Z— і Τ > Т0. Тодіu Vy/coj) — υ ^
4π2

r  < co,oVΤ 
ηΤ

τ2
φк(ти) < у С 0,0(ηΤ) - άΑμτμ(ηΤ) + ά0(ηΤ)

γ2
=  с0,0 -  ά Α μ Τ μ  + do] ■ Τ.

Нехай

га0 =  шах[——— — άΑατμ + cL). 
т> о 2

Тоді, згідно (24),

Фк:(q) < vm0T. (26)

Виберемо тепер η таким, що
β 2 2̂ 

η < ....... α0δο.

Тоді з (23) і (26) випливає наступне

Ф/с(<?) < vm0T < ^ ~ а о^от  < $fc(g(0)).

Звідси слідує, що при Т > Т0 розв’язок q =  g(T>fe) не може бути сталим. □

Зауваження 2.2. Зауважимо, що числа η, то, так як і αο,δ0, не залежать від k і Т. 

Отже, при будь-яких k і Т > Т0 справджується нерівність

Фк^ т'к)) < ητη0Τ < ^ - ^ α 0δ2Τ, (27)

Ae V < 2^ αοδο -  довільне.

Тепер встановимо основний результат статті — існування Τ'-періодичних розв’язків 

рівняння (4). Розв’язки цього рівняння, за лемою 1.5, є критичними точками функціона

лу Ф. Для цього функціоналу справедливим буде твердження аналогічне лемі 2.2. Однак, 

умова Пале-Смейла не виконується. Ми не будемо це доводити. Зауважимо тільки, що 

в доведенні леми 2.1 використана компактність відповідного вкладення, яка відсутня у 

випадку функціоналу Ф.

Таким чином, теорема про гірський перевал не може бути застосована до функціона

лу Ф, і тому розв’язки відповідної задачі будуть побудовані як границя розв’язків q̂ T<k> 

при к —у оо. Для цього спочатку встановимо дві прості леми. Перша з них отримана в 

[17], а друга легко з неї слідує.

Лема 2.3. Нехай v(-k:> Є /2, причому ||г>̂|| — обмежена і v(k) —* 0 в /°°. Тоді для будь- 

якого р > 2 : —> 0 в Ір, де lp банахів простір всіх р-сумовних послідовностей

q =  {qn,m} з нормою

m
_n,m

IP

Доведення. Маємо

k (/c)||f = V  \vikl\p =  V  \vikl r 2\vW I2Σ Ι..(* ) IP =  V
I n,ml /  j Ι^η,τηΙ І^гг,тІ

n,m6Z n,m6Z

<{sup І«ЇЇ.ІГ2· Σ  l»S.I2 = ll«<*lllf-ll<'(‘)ll!·
n,mG Z -n,m€.£j

Оскільки p > 2 і ||iAfe)||/oo - 4  0, звідси слідує те, що й вимагалося. □



Перш ніж сформулювати наступну лему, нагадаємо, що || · ||г* на просторі kN- 

періодичних послідовностей визначається формулою

Hit* = Σ
_η,τη=-[ψ]

1 /p

При кожному фіксованому к і різних р ці норми еквівалентні, але ця еквівалентність 

не є рівномірною по к.

Лема 2.4. Нехай Є /£> причому ||fc — обмежена і -u(fc) —» 0 в 1°°. Тоді для 

будь-якого р > 2 маємо ||гі̂ ||̂  —> 0.

Доведення. Визначимо послідовність Є 12 наступним чином: Vn)n — ui^rn при

— [^] < n ,m  < kN — [^-] — 1 і υη)η =  0 в протилежному випадку. Тоді неважко 

бачити, що

ll«w l|i~ < Ци^Ці»,

ll«w lk  =  11«№)11ι*·

Отже, » 0 і =  Цм'̂ ІІіг — обмежена. За лемою 2.3

lkw lli, = Ι|μ(4)ΙΙι» - » о

для будь-якого р > 2, тобто лему доведено. □

Сформулюємо тепер основний результатнієї статті.

Теорема 2. Нехай виконуються умови (і)-(Ні). Тоді для будь-якого Т > 0 задача (1),

(2), тобто рівняння (4), має ненульовий Т-періодичний розв’язок. При цьому існує таке 

Т0 > 0, що при Т > Т0 цей розв’язок не є сталим.

Доведення. Позначимо через q ^ (t) =  z розв’язок q(T'h\ побудований в тео

ремі 1. Згідно просторової періодичності, І {QnJn+kN^)} ~  також розв’язки

задачі (1), (8). За теоремою 1 маємо

\\т,к < С, (28)

в0 < Фк(д(к)) < с ,  (29)

де константи 0 < Єо < С  не залежать від к. Згідно теореми вкладення, збільшуючи 

константу С , отримуємо, що

\\Я̂ \\с{-Т/2,Т/2-,Щ) ^  С· (ЗО)

Зокрема, для будь-яких n, m Є Z

г,гп 11 С(—Т/2,Т/2) < С. (31)

Тепер доведемо наступну властивість розв’язків q̂ k\ Для будь-якого к існує таке η*. Є Ζ, 

що

hn lm k\\c{-T/2,T/2) > ί (32)

з деяким δ > 0, що не залежить від к. Для доведення цього, покладемо

Unh =  \\Яп)п\\с(-Т/2,Т/2)·

Тоді ДЛЯ u(fc) =  {u^ln}

k N - ΐ ψ }-1 k N - ΐ ψ ]-1

= Σ  \\Яп}п\\с(-т/2 ,т/2) — С> ^  \\Яп,іі\\н1(-т/2 ,т/2)
η,πι=-[ψ] η,τη=-[ψ]

=  C i l k ^ l l b  < c l  c 2

з деяким C i > 0, що не залежить від к. Тут використана неперервність вкладення

н ' С С  (~ ? г Л
2 2 )  V 2 2

та нерівність (28). Таким чином, Цгі̂ Н*; — обмежена. Нерівність (32) означає, що

u w  >  δnk,mk — υ

З деякими rife І rrifc. Припустимо, ЩО остання нерівність не виконується. Тоді ЦіІ^Ц/оо —> 0. 

Отже, згідно леми 2.4, Цгі^Ц^ —> 0 для будь-якого р > 2. Однак,

k N - ΐ ψ ]-1

№  ||Р\Лк) IIP =  V -
I 11/S \\4n,m IIС(—Т/2,Т/2) ‘-р

r k N  і
71,771= — 2

Оскільки вкладення

с Г - Ї . П с  і ї (  Т  Т
2 ’ 2 )  V 2 ’ 2

неперевне, то звідси випливає, що

|м(*)цр

k N - ΐ ψ ] - !

п  ІІР
— W4n,m\\LP{-T/2,T/2)*р

n,m=-[

= с2 U k)\ U - m m i Y

Таким чином,

ІІ9 І̂ІІ,Р(-Г/2,Т/2;/$) 0 (33)

при к —> оо.

Зафіксуємо тепер довільне р > 2. Тоді для будь-якого ε > 0 знайдеться така констан

та Μ = Με > 0, що



І К , » І < Ф І  + м | г Г ‘ , Н > С .  (34)

Справді, згідно умови (гг),

\К,т(Г)\ <  Ф 1>  \г\<Гє,

з деяким гє > 0. При rE <  |r| < С  маємо

K Jr )\  < М\гГ\

Де

IKUMI
М =  max sup

п'т  r€<\r\<C Г
І р - і

Звідси випливає (34).

Оскільки q^  — критична точка функціоналу , то

гт/ 2

J - T / 2

kN-Ιψ]-1 'T/2
* /* ■* / *

- Σ  / K M % (m  = o.
·/ -T/2' -T/2

Використовуючи (34) та (31), отримуємо, що

(•Τ/2rl /'Z

Ро\\ят \\2т,к < /
J  -T/2-T/2 

kN - ΐψ ] - !
,  f T/2

= Σ  / к Ж Ш )л
1 -T/2

i -t j /*i / z  I 2 J - /*7 /2

<e Σ  / Σ  /
r k-Ν ■ , •'-T /2 l· /V/ ■ . J  —T/2

n ,m =-[*£]

/-Г/2 fc-/V-[̂ ]-l »jy2

|?<*>,(ί)ΓΛ + Μ  Σ  /

, 2 j ~T/2 n,m=-[^] ^ “T/2

=  £ l k (  ̂ІІЬ2(-Т /2 ,Г /2 ;/§) +  M l l? ( ^І1 іР(-Г/2 ,Г /2 ;г*)

^  £ lkllr,fc + ^ l k (fc)HbP(-r/2,T/2; )̂·

Вибираючи ε =  γ ,  одержуємо наступне

f  11«,* < M\W*X,(_TnTmliY

Згідно (33), звідси слідує, що

ІІ?<1,ІІ7-л - » о

при k -ї оо. Однак, це суперечить першій нерівності в (28). Тим самим властивість (32) 

доведена.

Замінюючи, якщо потрібно, qhkm на (q^laN rn+bN) з деякими а, 6 Є Z, можемо вважати, 

що в (32) 0 < nk,m k < N  — 1. Однак, таких значень nk і m*, скінченне число. Тому, 

переходячи до підпослідовності (по к), можемо вважати, що всі пк і т к співпадають, 

тобто пк = щ  і гпк =  т 0. Тоді

\\Яп0\т0\\с(-Т/2,Т/2) > δ > 0. (35)

Згідно нерівності (28) і компактності вкладення

переходячи до підпослідовності (по к), можемо вважати, що для будь-яких п ,т  Є Ζ 

існує таке qn,m Є Н 1( | ) ,  що q{nk)m слабко в |) і сильно в C ( - f , f ).

Покладемо g =  (<7„,m). Переходячи до границі в (35), отримуємо

Ц̂ по.то Ис(-у,у) — 0̂ 0)

тобто q ф 0. Далі, для будь-якого натурального І і достатньо великого к :

WV-[^]-l

Σ  іЮ інч-і .і ) < Σ  ІІЄІІЯ.(-Ї.Ї, = Ill’ll sc2,
|n|,|m|<i Піт=_[М]

згідно (28). Переходячи до границі при к —»· оо та враховуючи слабку напівнеперерв- 

ність норми в Н х знизу, отримуємо

Σ  ІІ9п||ді(_Е Г) < С*2·
|n|,|m|</

Тепер перехід до границі при га —> оо показує, що||д||т < С '< о о ід Є  Хг·

Покажемо тепер, що q — критична точка функціоналу Ф. Для цього перевіримо, що

(Ф'(д),к) =  0 (36)

для будь-якого h Є Хт- Однак, множина таких функцій h =  {Ііп<гп}птег, що hn>m — 0 

для всіх n, m Є Z, окрім скінченного числа, — всюди щільна в Х т. Тому рівність (36) 

достатньо перевірити тільки для таких функцій.

Нехай h =  (hn<m) Є Хт така, що hnrn =  0 при \п\, \m\ > І. Для достатньо великого 

к коректно визначена така функція Є Хт,кі ЩО hn]m =  /in m при — [̂ ψ-] < n, m < 

kN — [Ιψ-] — 1. Оскільки q ^  — критична точка Φ*;, то

kN- ΐψ ]-1 т/2

о = (ф;(,і‘ )),л<‘>)= Σ  / і п І Ш п і т
r L.ST ■, J  —Т /2

п,тп=-

У  ] /  ( a n - l,m 9 n - l,m (^ )  a n ,m ?n + l,m W  +  Ьп,т-іЯп,т-і(^) +  Ьп,тЦп}п+1 ( 0
' Т /2



kN - ΐ ψ ]-1 гТ/2J_±J Ґ-1/*

+Cn,mq{nkl{ t))h ^ l(t)d t -  ] Г  /  K m iQ n iitybnU W t-
_____ τ kN -і J- T /2

Згідно означення h^k\ при достатньо великому к сумування в правій частині останньої 

формули поширюється, фактично, на область |n|, |m| < І, і ми отримуємо

гТ/2 гТ/2

Σ  / «$.(*№(«)*+ Σ  / „w
|ггІ,|ггг|</ Т/2 \п\,\т\<Г ~Т/ 2

~^~t>n,m — lQn,Tn — l  ( 0  bn ,m <lh } n + 1 ( 0  Cn , m 9 ^ i  ( 0 ) ^ , m  ( ί ) ° ^

% fT /2

- Σ  / КМ Х(і)Хш №  = о.
\п\,\т\<Г~Т/2

Оскільки qn q слабко в H l (—j ,  j )  і сильно в С( — ^), то в останній рівності можна

перейти до границі при А; —> оо. В результаті отримуємо

/-г/2
/  у І  Яп ,771 ̂ 71,m dt + ( (t) + аn ,m 9 n + l,m  ( ί )  +  ^n,77l— 1 Qn,rn — 1 ( ί )  +  ш +1 ( 0

|n|,|m|<i ^ - г / 2

Σ ΓΤ/2

/ Κι m(qn,m{t))hn,m{t)dt =  0. 
,_ι ι_ ι^ , J-T/2

При зробленому виборі h це і є рівність (36). Таким чином, існування ненульового 

розв’язку доведено.

Залишається перевірити, що <7 не може бути константою, якщо Т — достатньо велике. 

Маємо

Φ*(5(4)=Φ*(?№))-~<Φ»«(4),Α(4>

fc JV - [^]- l ^

= Σ  / ( ;C ( f i ( ‘))«£(‘)- ''., .f t( ‘))l*

Оскільки, згідно (ш), всі доданки в правій частині невід’ємні, то для довільного фіксо

ваного І і достатньо великого к

Гт/2 1

Ф/ь(9(Ч)> Σ  / ЬК,т(?її.(<))«Ш*) - Κ,™(ϊ15.(ί))}<β.
|n|,|m|</ Т/2

Згідно зауваження 2.2, звідси слідує, що

гТ/2 _  9

Σ  / (sK!.m(&(i))?SS,(0 - V„,„(«$,(«))}* < ηιη0Τ < ^ a „ J 02T
J- T /2  z  2//,

при достатньо малому η і

τ > т0 = 2π

(див. доведення теореми 2). Оскільки для будь-яких n і m маємо qhjn —> qn,m в С( — j ,  j ) ,  

то, переходячи до границі, отримуємо

/■Т/2 2 и _  2

/ {2Кт(9п,т(0)9п,т(0 ~ Кі,т(<7п,т(ί))}<Й < ψΠ^Τ < — --О ^ Т .
|п|,|т|<( Т/2 β

Тепер перейдемо до границі при І —* оо. В результаті отримаємо

__  ̂ /"Т/2 _ 2

Σ  /  { 2 ^ ,m ( 9 n ,m ( i ) ) 9 n ,m ( 0  ~  K i,m  ( in .m ( 0 )  }<Й <  Г)ГП0Т < —  a0S%T.
п,шЄЖ ~T/2 β

Оскільки Ф'(д) =  0, то ліва частина цієї нерівності рівна

ф(«) = ф(?) - 5<Φ'(?).ί>·

Таким чином,

Ф(д) < тутоТ < ^ γ ~ α^ Ι Τ· (37)

Згідно леми 2.1, для будь-якого ненульового сталого розв’язку відповідне критич

не значення не менше правої частини (37). Звідси, як і в доведенні теореми 2, робимо 

висновок, що розв’язок q не може бути сталим при Т > Т0. Теорему доведено. □
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B i ly a k  Y.T., K o m a r n i t s k i i  M .Ya .

O N  E L E M E N T A R IT Y  OF R A D IC A L  CLASSES OF M O D U L E S  O V E R  

N O N C O M M U T A T IV E  D E D E K IN D  D U O -D O M A IN S

Bilyak Y.T., Komarnitskii M.Ya. On elementarily of radical classes of modules over noncom- 

mutative dedekind duo-domains, Carpathian Mathematical Publications, 4, 2 (2012), 197-203.

We find some sufficient conditions for a radical class of an idempotent radical in the category 

of modules over a Dedekind left bounded duo-domain to be axiomatisable. In the case of the 

integer numbers ring this result implies the Gorbachuk-Komarnitskii Theorem on axiomatizable 

radical classes of abelian groups.

B a s ic  n o t io n s

We begin with recalling some basic facts and definitions. In this paper by A we denote 

an associative ring with the identity 1 ^ 0 ,  and assume that all modules are left unitary 

Л-modules. The category of left А-modules we denote by A — Mod. Recall that a ring A 

is called a domain if it not contains left or right zero divisors (а Ф 0 is a left zero divisor if 

there exists b φ 0 such that ab =  0). An ideal P  of A is prime if, for all elements a, b Є P, 

ab Є P  implies that а Є P  or b Є P. A prime ring is a ring with the zero ideal to be a prime 

ideal. A ring A is called left hereditary if every left ideal is a projective module. A ring 

A is left Noetherian if every nonempty set of left ideals has a maximal element. Similarly 

we can define a right Noetherian and a right hereditary ring. A ring A is hereditary if it is 

right and left hereditary. Also a ring A is Noetherian if it is right and left Noetherian. Next 

recall that a ring Q is called a quotient ring if every regular element of Q is a unit. Given a 

quotient ring Q, a subring R , not necessarily containing 1, is called a left order in Q if each 

q Є Q has the form s~l r for some r, s Є R.

Let Q be some fixed quotient ring and R i , R2 left orders of it. Then R\ and R2 are 

equivalent if there are units αι,α2,6ι,62 Є Q such that a\Ribi C R2 and a2R\b2 C ^ .  If Q 

is a quotient ring and R  is a left order in Q , then R  is called a maximal left order if it is 

maximal within its equivalence class. A ring A is a noncommutative Dedekind domain if it 

is a hereditary Noetherian prime ring and is a maximal order. A left duo-ring is a ring with 

every left ideal to be two-sided. For noncommutative Dedekind duo-domain (see [9]) is true 

the following

2010 Mathematics Subject Classification: 18B30, 54B30.
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Theorem 1. If  A is a noncommutative Dedekind duo-domain and P  is a proper ideal of A, 

then there exist o i,a2 G Л such that

P  =  <i\A -t- СІ2 А.

Recall that an ideal I  of a ring A is called essential if, for any ideal J  of A, it holds 

that /  Π J  φ (0). Moreover, a ring A is called bounded if its every essential ideal contains a 

two-sided ideal. An А-module M  is said to be divisible if Me = M  for any nonzero c Є A.

Let r : A — Mod —У A — Mod be a functor. We say that r is a preradical of A — Mod 

if r assigns to each object M  a subobject r(M ) in such way that every morphism M  —У N  

induces r(M ) —У r(N). A preradical r is called a radical if r(M /r(M )) — 0 for every object 

M. A preradical r is idempotent if r(r(M )) =  r(M).

In this paper all radicals are idempotent. W ith every preradical r we can associate two 

classes of objects from A — Mod , namely

Tr =  {M  є A -  Mod I r(M ) =  M}

and

Fr =  {M  Є A - Mod I r(M ) =  0}.

If r is a radical, then Tr is called a radical class and its objects are radical objects, while Fr 

is a torsion-free class consisting of torsion-free objects. This classes have such properties:

Theorem 2. The class Tr is closed under quotient objects, coproducts and extensions, while 

Fr is closed under subobjects, products and extensions.

We need (see [1]) also the following

Theorem 3. If A is a Dedekind domain and P is its prime ideal, then, for every radical r 

of A — Mod, the module А/P  is either radical or radical-free.

Recall also some notions of the model theory. We use a language aL which is appropriate 

to the left Л-modules first order language. A set of all sentences of the language which are 

true class of modules Ψ is called a theory of a class of modules Ф and denoted by 77ι(Φ). 

A set of models of a theory T is any class of modules which satisfies all sentences from 

T. A class is axiomatisable (or elementary) if there is a set of sentences T such that it is 

exactly the class of models of T. Two modules are elementarily equivalent if every sentence 

which is true in one of them is true in other. Next we give notions about ultrafilters and 

ultraproducts.

Let /  be a set. Then D  is called a filter over /  if D  is some nonempty collection of subsets 

from I  satisfying:

(1 )0  $D\

(2) if S, T e D, then S П T Є D\

(3) if S Є D  and S C T C /, then T Є D.

A filter D  is said to be an ultrafilter if, for every S C  / ,  it holds S Є D  or I  \ S Є D. If 

{Аі І і Є /} is a family of all sets indexed by I, then an ultraproduct of At with respect to 

D  is the quotient of Піє/ Ά  an equivalence relationship

/  = D g if and only if {і Є I  \ f ( i ) =  g(i)} Є D

for any /, g Є ПгЄ/ Α · An ultraproduct of the A, with respect to D  is denoted by Піє/ A / D. 

Now we can formulate the following test of axiomatisability

Theorem 4. A class of modules is axiomatisable if and only if it is closed under ultraproducts 

and an elementarily equivalency of modules.

1 E k l o f -F is h e r  T h e o r e m s

In this section we consider theorems from [6] that are proved for commutative Dedekind 

domains. In view of [1], this results can be used for noncommutative Dedekind duo-domains. 

First of all, we recall some designations from [6]. If M  is left А-module, then M a denote 

direct sum of a copies of a module M. If P  is a prime ideal of a Dedekind domain A and M  

is a left А-module, then M[P] will be the biggest submodule of M  that has the annihilator 

P. Let us

f  dim(PnM[P](Pn+1 M[P]) if this dimension is finite,

oo in else case.l<
U{P,n\M) =

Tf{P\ M) =

D (P ; M) =

limn^ 00dim (PnM[P}/Pn+1 M[P]) if it is finite,

oo in else case.

limn-¥00dim(PnM[P\) if it is finite,

oo in else case.

It is necessary to say that we consider dimension over A/P . Let

if U (P ,n ; M) =  0 and А /P  is infinite,

U*(P, n\M) =   ̂oo if U{P,n; Μ) φ  0 and A /P  is infinite,

if А/P  is finite.

if T /(P ; M) =  0 and А/P  is infinite,

Tf*(P] M) —  ̂oo if Tf(P\M) φ  0 and A /P  is infinite,

Tf(P, n\M) if А/P  is finite.

I 0 if D (P ; M) =  0 and А/P  is infinite,

D*(P ; M) =  < oo if D(P; Μ) φ  0 and А /P  is infinite,

[D (P ;M ) if A /P  is finite.

We say that a module M  has a bounded order if there exists 0 Φ Л Є A such that AM = 0.

Ω will denote the set of all nonzero prime ideals of a ring A. If P  Є Ω, then M P will be a

localization of a module M  over P.



Theorem 5. Let A be Dedekind domain and M  be a left А-module. Then M  is elementarily 

equivalent to a module ®репМР 0 Md, where

MP =  ®η{Α/Ρη){αρ'η) Θ A[£ p) and Md =  0 р єп(Л /Р)7р 0  K (i).

Here K  is a Reid of fractions of a domain and

®p,n — OLP,n{M) —
U*(P, n — 1; M) if it is finite,

^  k =  CardA + K0 in other case.

βΡ =  βΡ(Μ) =

7  p  =  7  p ( M )  =

T f*(P ; M) if it is finite, 

^  k in other case.

D*(P; M ) if it is finite,

^  k in other case.

δ =  δ(Μ) =
0 if M  have bounded order,

> k in other case.

According to the fact that a direct sum and a direct product are elementarily equivalent 

this theorem can be formulated as follows

Theorem 6. Let A be a Dedekind domain. Then every left А-module M  is elementarily 

equivalent to a module

(®п(А /РпУар·»>) © Α(βρ) ©  (ф РеП(А /РУ Р) φ  Κ {δ\

where а Р'П, βρ,Ύρ,δ are the same as in the previous theorem.

Theorem 7. Modules M  and N  over a Dedekind domain are elementarily equivalent if and 

only if

U*(P, η; M ) =  U*(P, n ; N), Tf*(P\M) =  Tf*{P\N), D*(P\ M) = D*(P\ N), 

where modules M  and N  have a bounded or unbounded order in the same time.

2 L e m m a s

Lemma 2.1. Let A be a noncommutative Dedekind duo-domain and let r be a nontrivial 

radical for which the radical class Tr is axiomatisable. If  the class Tr contains a module 

А/P , where P  is some nonzero prime ideal of A, then it also contains such modules:

1) the localization AP of A at a prime ideal P;

2) the field of fractions AK  of a ring A that is considered as a left A-module;

3) A/P ', where P' is an arbitrary nonzero ideal of a ring A.

Proof. The class Tr is closed under extensions, therefore A /P n Є Tr for arbitrary n Є N.

Let D be a countably-incomplet ultrafilter over the set of natural numbers N. Then, 

according to the fact that Tr is axiomatisable, we obtain that

M  = (\\A/Pn)/D

belong to Tr. A module M  has an unbounded order, and so

δ (Μ )  > CardA + N0.

By the Eklof-Fisher Theorem (see Theorem 2) the class Tr contains a module for which 

module aK  is a direct summand. Thus K  is contained in Tr as an epimorphic image. 

Similarly, K/A  Є Tr. But K /A =  ® РєП A /P, hence A /P  e Tr for every P Є Cl.

Consider the case when А /P  is a finite module. Then

β Ρ = dimA/pM/(t{M) + PM ),

where t(M) is the periodic part of a module M . Now we show that βΡ (Μ )  φ  0. For this, 

we have to check that t(M) + P M  φ  M. Let us denote by 1„ the coset in A /P n with 

representative 1. We have to prove that the element (Ιχ, 12, ...ln> ···) of a module M  do not 

belongs to the submodule t(M) + PM . By Theorem 2.1, P  =  ρχΑ + p2A, where p i,p2 Є A. 

Thus x = t + pidi +P2 CL2 , where t Є t(M), a\,a2 Є M. Since the annihilator of an element t 

is power of an ideal P, for some k Є N we obtain that Pkt =  0. Consequently,

pkx ς  pk+l0i + pk+102

Let

αχ = (α'χ, ...), α2 = « ,  ...α",...),

where α·, а "  Є A for і Є N. Therefore from previous inclusion for some set of indexes U Є D 

is true that
pk ς  pk+i a/ + p k+ian + P i c  p\

Hence from P l C Pk we obtain that P l =  P k, i >  k + 1. But in a Dedekind ring a 

decomposition into a product of prime ideals is unique, so we obtain contradiction. Thus 

β ρ (Μ )  φ  0. Then, from Theorem 2, Tr contains a module with AP as a direct summand 

and, using previous thoughts, AP lies in Tr.

Next if A jP  is an infinite module, then, according to definition of T*f(P, M ), the equality 

β ρ  — 0 is true only if

lvmn^  oodim Pn M  / Pn + 1M  =  0 

for all k, and therefore PkM / P k+1 M  — 0. From the last equality we obtain

pk _  pk+lpkM  _  pkM

for some k. This equation is false for a module M  and arbitrary k Є N. Verifying of this 

fact is similar to those we have done early in this proof. Therefore A jP  Є Tr. □



Let Π be some set of prime ideals in a ring A. A module M  is Π —divisible if IM  =  M  

for every ideal I  from Π. For every Π, a class of all Π-divisible modules is a radical class for 

some radical of the category A — Mod. This radical we will denote by rn-

Lemma 2.2. A module M  is Π-divisible if and only if it is elementarily equivalent to the 

module of the form

®{Pen\u,neN)((A/Pnr *») 0  (0penA ? )  Θ { (B p e ti{A /P )h p ) ) ® K^&\ (1)

where ceptn, βρ, δ, 7ρ are some cardinal numbers.

Proof. We consider a set of sentences of the language aL

C = {(\/x)(3yi)(3y2)(x = РіУі + Р2У2)Р\А + p2A — P  Є Π}.

It is obvious that M  is Π-divisible if and only if M  is a model of a system of formulas C. 

Therefore the class of Π-divisible modules is axiomatisable and, consequently, this class is 

elementarily closed. Since A /P n, A p, A /P  are Π-divisible for P Є П and K  is Ω-divisible, 

using the fact that class of Π-divisible groups is closed under direct sums we obtain that

modules of the form 1 are Π-divisible. If αΡ>η -φ 0 or βΡ φ  0 for some P  Є П, then a

module is not Π-divisible. Hence all modules which are elementarily equivalent to it are not 

Π-divisible too. □

3 M a in  R e su lt

Theorem 8. The radical class of a nontrivial radical r in the category 

a noncommutative Dedekind duo-ring A is axiomatisable if and only 

nonempty subset П of the set of nonzero prime ideals in a ring A.

Proof. It is well known that for every prime ideal P  Є Ω the module 

r-radical-free. So we have in Ω two subsets:

П =  {P  є Ω I A /P  <£ Fr &  A /P  e Tr}

and

Ω\Π = {P  Є Ω I A /P  Є Tr).

We have to show that if the class Tr is axiomatisable, then it contains all Π-divisible modules. 

It is obvious that A/Ρ ' is Π-divisible for some P' Є Ω if and only if P' Є Ω \ П. Thus every 

Π-divisible module of the form А/P  belongs to Tr. In view Lemma 1, the class Tr contains 

all modules of the form: AP, A/Q, P  Є Ω\Π, Q Є Ω and a module K. The class Tr is 

closed under extensions, and so therefore A /P n, for P  Є Ω \ Π, n Є N, belongs to the class 

Tr. Hence the class Tr contains every module of the form 1. The class Tr is axiomatisable, 

and so it contains all modules that are elementarily equivalent to the module of such form. 

Therefore Tr contains all Π-divisible modules. Let M  be any module from the class Tr. We 

have to prove that M  is Π-divisible. If we suppose that this is not true, then, by the Eklof- 

Fisher Theorem and Lemma 1, there exists P  Є П such that one of the invariants atPu(M ),

of left modules over 

if r =  rn for some

А/P  is r-radical or

βρ(Μ) of some module M  from the class Tr is nonzero. As a consequence, A /P  or AP 

belongs to the class Tr, where P  Є П. Since Ap/PAp  =  A /P , we deduce that A /P  Є Tr, a 

contradiction with the definition of the set П. Thus r =  rn· □
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УДК 517.550.4+517.552

Б родяк  О .Я ., В асильк ів  Я .В .

З О Б Р А Ж Е Н Н Я  Л О Г А Р И Ф М А  Ц ІЛ О Ї Ф У Н К Ц ІЇ Б А ГА Т ЬО Х  

К О М П Л Е К С Н И Х  З М ІН Н И Х

Бродяк О.Я., Васильків Я.В. Зображення логарифма цілої функції багатьох компле

ксних змінних // Карпатські математичні публікації. — 2012. — Т.4, №2. — С. 204-211.

Отримано інтегральне зображення певної гілки логарифма цілої в С” функції, яке 

узагальнює формулу Пуассона-Іенсена-Штоля.

1 В ступ

Оператори зовнішнього диференціювання д і д в С ” визначають співвідношеннями 

(див., напр., [6, Глава 1])

д =  У 2 я — du)k, д = Υ ]  - K ^ d Wk,

де wk =  xk + iy k, wk =  xk -  iyk, {xk,yk} C l ,  k =  1 ,2 ,... ,n, a

—  - - (—  - ■ JL\ 9
dwk 2\ dxk l dyk) '  dw k 2 \dxk + l dyk

оператори формальних похідних. Покладемо

<i:- a + a - E ( a ^ <i:c‘  + ^ rf» ) ·  d±

Нехай

ωη~\η) =  { ^d xd log |?7|2^  , η Є C "  \ {0 } ,

9 , d 
я д d yk ) .
oVk oxk

2010 Mathematics Subject Classification: 31B10, 32A15.

Ключові слова і фрази: ціла функція багатьох комплексних змінних, інтегральне зображення.

Робота виконана в рамках науково-дослідних тем "Нові методи комплесного і функціонального ана

лізу в теорії мероморфних і субгармонійних функцій, теорії операторів та нелінійних динамічних си- 

стем"(номер держреєстрації 0112U001272) та "Дослідження властивостей д-су бгар мо 11 і й н и х та меро- 

морфпих функцій, ряди Фур’є"(номер держреєстрації 0111U002152).
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— однорідна метрична форма Фубіні-Штуді,

a (v) =  - ^ d± 1ο§ Μ Λ ^ Ч 'П )

— метрична форма Пуанкаре (тобто нормована форма об’єму на сферах Sп(г) =  {77 Є 

С" : \η\ =  r}, 0 < r < +00).

Нехай f{w) — ціла в Сп (п Є N) функція, /(0) = 1, Z / =  1 ({0}) = {w Є Сп :

f(w ) =  0} — її нульова поверхня, аг/у — функція кратності нульової поверхні Zj- (тобто 

пара (.Zf,U f) — дивізор функції /).

Покладемо (ги, 77) =  Wir}1 + ··· + wnrjn, {ги, 77} C С", Β"(ί) =  {77 Є С" : \η\ < t}, 

В  "(ί) = {η Є Cn : \η\ < t}, В »  =  В  "(t) n c : ,  c :  =  С П  U C(a), де C(a) = aC, a Є
C ezf

[1, +00), 0 < t < +00.

В роботі [11] доведено один багатовимірний аналог формули ІІуассона-Іенсена. На

ведемо його формулювання лише для випадку голоморфної в області G C С” функції. 

Для у Є С, \у\ < 1 і п Є N позначимо (див. [11, с. 165] або [10, с. 403])

L(y) := Ln(y) := ^ 1 ) ї  K " 1 Lo§ ~ у)} >

де символ Log означає головне значення логарифма.

Теорема 1. Нехай f  ф 0 — голоморфна у відкритій зв’язній множині G C С" функція. 

Припустимо, що В  (r) C G і Z j i l  B"(s) =  0  при деякому 0 < s < r < +00. Припустимо 

також, що /(0) =  1. В кулі B n(s) визначимо функцію log /(ги) умовою log /(0) =  0. 

Якщо w Є Bn(s), то

log f(w) = 2 ί log I / (η)I
J  Sn (r)

γ.2 Π

(r2 - (w, η))τ
- 1 σ{η)

Μ · (1)

Зауваження 1.1. Нехай виконуються умови теореми 1. Тоді для всіх w Є Bn(.s) 

log !{w) =  2 1 И logl/(,)l ( ( r  1 - М У  - ‘ ) α[η)

+̂ ·  ί  τ  ί1 - (ίΜ: ω  ω""Ι(,)

де перший і третій інтеграли є голоморфними в В"(г) функціями, а другий — голомор- 

фною в B n(s) функцією.



Покажемо, що зображення (1), після відповідних перетворень, набуде вигляду (2). 

Справді, спочатку подамо співвідношення (1) у наступному вигляді

log f(w) — 2 f  log |/(77)|
J s n(r)

π η J  в п(г) \η\2 

\W,y) 

r  ІТ7І

(r2 — (w, 77))T 

(w, η)
- L

L

r \η\ 

>,ту)

7'2

1 J  σ(η)

ωη-\η) 

ωη-\η).

Тоді (див. [10, с. 405]), враховуючи, що для z Є C, \z\ < 1

+00

і той факт, що У} (η) — 0 для η Є B"(s), маємо

(w, η)

(1 - z )
р—0

L
Μ5

L
(w,v)

\v\
ω η~\η)

/  +oo

\η\ρ 

(ιυ,η)ρ

\v\

ρ+η —1

ωη~\η) 

ωη~\η)

(ν)

d t 

t P + l

dt 

tP+1

d t

T ’

1, ВІДПОВІДНО,

L
π  J  B (r)

(w,v) ^ i?)

r \η\
ωη~\η)

L * »  ( £ Ч ~ Ш У «  І -

і /»r /* /  +00

71 λ  l ^ m < i ν ρ ;

=^  [  I L · , ^  0 - (λ

{™,η)ρ

Γ2 |?7|ρ

ί(ΐϋ,?7)

ci t

tp-l d t

d t 

T '

Враховуючи сказане вище, одержуємо (2).

При доведенні теореми 1 істотно використано наступні два оператори: 

1°. інтегральний оператор

<5"[я](0 -  (п - 1) A i  - t)"-2 g (tQ dt, 
Jo

(3)

2°. диференціальний оператор

2 = 1

а також їх властивості (див. [ 11]—[9]), сформульовані у наступному твердженні.

Твердження 1.1. Нехай д голоморфна в B n(r) C Сп (п > 2) функція, ζ Є В"(г), 

0 < r < +00. Тоді

a) Sn[g] голоморфна в В п(г);

b) 5П[̂ ](С) = /  д(( ζ,η)η)σ{η);
s»(i)

c) якщо д(0) =  0, то  <5„[</](0) =  0;

d) Ьп[я\ голоморфна в В п(г);

є) δη о 6п[д] =  δη о 6п[д] = д.

Формулу Пуассона-Іенсена-Штоля (1) в роботі [1] узагальнено на випадок плюрісу- 

бгармонійних в С" функцій.

2 З о б р а ж е н н я  л о г а р и ф м а  ц іл о ї в С п ф у н к ц ії

Мета цієї роботи узагальнити теорему 1 на випадок логарифмів цілих в Сп функцій. 

З цією метою подамо наступне означення.

Означення 2.1. Для цілої в Сп функції f(w), f(w ) φ 0 для всіх w із B n(s) при деякому 

0 < s < +оо, /(0) = 1, покладемо

log / М  Ґ  dx, w Є с ; ,  log /(0 ) =  0.
Jo f(xw/\w I)

Правильна наступна теорема.

Теорема 2. Нехай f(w ) — ціла в Сп функція, f(w ) ф 0 в B n(s) при деякому 0 < s < 

R < +00, /(0) =  1, |ги| =  г. Тоді для всіх w Є В " (R)

iog т = 2 iog |/(,)| - 0 σ (η )

■ 1 Г .»-(,)/7 і r’M2n ■̂гί
7Γη —1

7Г” -1

' Z f n B n (R) J 0

Z f D B n (R)

(r\η\2 — t(w, η))η J  t

/x  ч Γ  i  R2nrn Λ  dt

y  ~  / 0  ~  )  T '  ( 4 )



Доведення. В ідейному плані доведення цієї теореми є модифікацією доведення теореми 

1 з [1] (порівн. з [11, Теорема 1.7]). Нехай ζ Є C, \z\ < R, (  Є S"(l), /ς{ζ) =  f(z ()  — 

зріз-функція /. З огляду на узагальнену формулу Шварца (див. теореми 1 та 2 з [8] 

при и =  log |Д І) та формулу Ієнсена [7], маємо

log f c(z) - ^ 2  ufSai) 1ο§ ί1 “ “ ) = [ І0ЄІ/с(Де
V а3/ Ζ7Γ J 0laj |<|г|

z

+ Σ  "/Μ  lo§ ί1 - - Σ  lo§ i 1 - > (5)
І г I < I a j I < /Ї V J '  \a j\<R V '

де dj Є Zf( , z Є В l(R).

Покладемо

F(zC) := log f c(z) - uk {aj) l o g f l - ^ Y

M<l*| 4 Gj/

Зауважимо, що правий бік співвідношення (5) є голоморфною в В 1 (і?) функцією від 

змінної z для всіх ζ Є S"(l), а лівий — голоморфною функцією від змінної 2 Є В 1 (Я) 

для всіх ζ Є S "(l) таких, що ζ ζ  Є В ” (/2). Тоді, з теореми про усунення відрізка [2, 

Теорема 4.15] випливає, що зріз-функця F(z() також є голоморфною в В 1 (і?) функцією 

від змінної z для всіх ζ Є S"(l), тобто для всіх ζ ζ  Є В"(і?).

Зважаючи на те, що

N _ _  1*1 _
f tz a  dt , ( za\ f tz a  dtί , f tz a  dt , Λ  ζα\

g V a ) ~ ~  J  \ζ\ |α|2 — tz a  ~T' °S \ ~ R2 ) R? \ζ\ — t ζ a t
ο ο

подамо співвідношення (5) у наступному вигляді

, ч / \ tza,j dt 2 /'2π1 . ζ Re~l°

log /<W+ Σ  "/<(%)/o Ν |α,ρ - Μ )Τ  = ^ / ο  gl/c(
I a j I < І г I J 170

/ \ /’|г| dt t \ /’|z| dt 
- Σ  " и М  I  |z| |a; |2 - tTOjT  + Σ  I  g N - U a . T ·  (6)

|г|<|а,|<Я J |aj |<Я 1/0 11 J

Візьмемо w Є В"(і?) і C Є Sn(l). Замінимо в (6) г на (w, C) і зауважимо, що |(ω, С)| < 

і?,. Тоді

F((w,C)C) :=1°g /(('ш,С)С)+ X ]  ^/с(%) [
і 1̂*1 і ‘'О

t(w , ajC) dt

|(ш,С)| |ajC|2 - t(w ,a3() t 

[Ζπ 1 |i/n i0A\| Я  Relb^) άθ . .

i  log|/(fe c)l g  - (Ю. де<»0 V  ~ Σ  Μ<*;>

KI<IKOI

r27r (w, RewC) άθ _

|(w,OI<|aj|<H

l<«",OI , . I(™>C)I
f  t(w, OjC) dt f  t{w ,a jC) dt

J  \(wX)\\a jC\2 - t(w ,a jO  t J  R2\(wX)\-t(w,a j0  t ·
ο |α3·|<κ 0

Тепер усереднимо всі складові співвідношення (7) за параметром ζ Є Sn(l). Врахо

вуючи п. 6) твердження 1.1, маємо

[  f « « , ,  о  0 ( 0  =  * " № ) ·  (8)
J S n (l)

Крім т о г о , позаяк метрична форма Пуанкаре σ(·) інваріантна відносно обертань [З, 

Твердження 1.4.7], то

/  ^ 7 / 2*І0®І/(Де'”с)ІЇ ^ M v )· wJ sn(i) 2 π 7o R 2 - (w, RewC) J sn{R) R2 - (w, η)

Інтегрування no Sri(l) можна здійснити спочатку по перетину Sn(l) з комплексною

прямою ^  := {£ = А(}, А Є С, ζ Є STl(l), тобто по колу {|А| = 1}, а потім по

сукупності {Ις} таких прямих (див., напр., [4, Глава 3], [5, с. 254-255]). Оскільки на
1 άθ

комплексній прямій L· форма —-— άλ log |ξ| =  -—, де θ =  argA, то враховуючи, що
2 π 2 π

σ(ξ) =  — -— dL log |ξ| Λ ωη~1(ξ) і ті факти, що метрична форма ω "-1(·) інваріантна 
2 пп

відносно розтягів та обертань, одержимо

Г . . . r\(wO І α .0  ofi

/ σ (0  2 ^  "/«K') /
■/S"(l) ι_.ι^ι/.„ , μ Jo

/■Κ̂,ΟΙ

■ "Ί .  і

ί(νυ,η) dt

Λ  | (- ,Ο ΙΚ Ι2- ^ , α , 0  ί 

ω ^ [ ξ )  [ 2π άθ ^  івч /,|(W,C>I { tw ,a jeieC) dtf  ωη~ι(ξ) ΓΜ άθ ^  , ів. Ґ
=  /  /  2ϊγ Σ  ^ ( “^  ) /

π J ο Ζ7τ , ../ΤΓ, J οил  πί1 1 Λ  2π  c 70 І (ги, С)| |a7ei6)|2 — i(u>, а^еівС) t
ік) |ajeie|<|KOI 1 s/

vf № - \ r i)  Г  -nr~7i7', ~т~ ) (10)
1 Jz fnBn(r) Jo ν\η\2 -ί(ιν,η) t ’

ί  σ(0 X] /̂ς (aj) /
JS "(1 ) i,... ^ , „ , 1 ^ 0  Jo■w і к і , м  ' Λ  |<<«,ОІКІ2- < (» .оіО  <

tJ"-1̂ ) /·2πΑ!έ» ^  /*l<w*OI (tw ,ajeieO άί

hi c) irn_1 2'| М |<Ї,"І<» ‘ Λ  І(<«,С>ІКе‘»Р -< (Ш,а ,е " 0  f 

1 Jo r\v\ ^

r >  , s /ΊΚΟΙ t (w ,a j( )  άί

h  & \ Μ \ - ί (ν > ,α , ζ )  t

[  ^ n-1( 0  /·2 π ^  v -  { Αθλ f l{W'01 t ( w ) a j eie C) d t

j{ic} π"-1 io 2тГ|а^ ' <д /c J 7o Λ2 Κω,ΟΙ - t(w ,a jeieC) t

π' ^ ' М Г А Т ·  (^)n_1 Jz friB^R) Jo R 2r - t (w ,η) t '



Отже, з урахуванням співвідношень (8), (9), (11) та (12), маємо

{ιυ,η)
6n[F}(w) = f  log |/(r?)| 

J s n(R)

1

7r"  1 J z f n {B n (R)\Bn (r)}

i  r

(Я)

^ ί ^ ) ω η-\η) [  
Jo

ν /(η )ω η-λ(η)

m  / \σ ΜЯ 2 -  (ш, r/)

t(w, η) dt

o r|?7|2 - t(w, η) t 

ί(ιυ,η) dt

πΤί 1 Jz fnBn(R) Jo R2r — t(w, η) t '

Застосовуючи тепер оператор δη до співвідношення (13) і враховуючи, що

(13)

5n o6n[F} =  F,
(w , · ) R2n

t(w ,· ) r

г • 2 — t (W, ·) (г • p

„n І ^ 12n

R2 — (w, ·) (Я 2 -  (iw, · ) ) τ 

t(w ,·)

- 1 ,

R2nrn

(R2r — t{w, ·))'
- 1,

□
Л2г — t(w, ·

і співвідношення (7) та (10 ), отримуємо (4) для всіх w Є в : ( я ) .

З З а в е р ш а л ь н е  з а у в а ж е н н я

Зауваження 3.1. Нехай виконуються умови теореми 2 і нехай w Є B n(s). Тоді, врахо

вуючи співвідношення (3), співвідношення (4) набуде вигляду

log f(w) =  2 І log |/(77)|
'S  "(Я )

R 2'

+ ( L (
i n (R) \ V

(R2 - (w,r]))n 

(w,v)\ τ ( (wiη)
π" 1 Jz fDBn(R) JKU V V \ν\*

тобто отримуємо твердження теореми 1.

- L
R2

σ(η)

ωη~\η),
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ВАСИЛИШИН Т.В.

О П И С  С П Е К Т Р У  ТА Д И Ф Е Р Е Н Ц ІЮ В А Н Ь  В  А Л Г Е Б Р А Х  Т И П У  

В ІН Е Р А  Ф У Н К Ц ІЙ , П О Р О Д Ж Е Н И Х  (р , 9)-П О Л ІН О М А М И  Н А  

Б А Н А Х О В И Х  П Р О С Т О Р А Х

Василишин Т.В. Опис спектру т а  диференціювань в алгебрах типу Вінера функцій, поро

джених (p, q)-поліномами на банахових просторах // Карпатські математичні публікації.

-  2012. -  Т.4, №2. -  С. 212-228.

В роботі описано спектри алгебр типу Вінера функцій, породжених (р, д)-поліномами 

на банахових просторах, а також введено і досліджено диференціювання на цих алгебрах.

1 В ст у п

У роботах [2], [3], [5], [6] досліджувались алгебри аналітичних функцій на банахових 

просторах, зокрема у [3] було вивчено деякі важливі властивості таких алгебр, у [6] було 

описано спектр алгебри цілих функцій обмеженого типу на банаховому просторі. Ми 

досліджуємо алгебру W (X ) функцій, які можна подати у вигляді абсолютно збіжного 

на обмежених підмножинах банахового простору ряду (р, д)-поліномів. На цій алгебрі 

існує природна структура алгебри Фреше. Також для алгебри W(Ar) вдається узагаль

нити деякі ідеї та методи дослідження алгебр аналітичних функцій обмеженого типу.

В даній роботі описано спектр алгебри W (X ), а також введено і досліджено дифе

ренціювання, пов’язані зі спектром.

2 Основні о з н а ч е н н я

Нехай X  — комплексний банахів простір. Нехай p, q Є Z+, де через Z+ позначено 

множину цілих невід’ємних чисел. Функцію А \ χρ+ч -» С, яка є лінійною по кожному з 

перших р аргументів, антилінійною по кожному з останніх q аргументів, симетричною

2010 Mathematics Subject Classification: 46J20, 46E15.

Ключові слова і фрази: (р, д)-поліномами на банахових просторах, алгебри типу Віиера, спектр, дифе

ренціювання.

по перших р аргументах і симетричною по останніх q аргументах будемо називати (p, q)- 

лінійною симетричною формою. Простір неперервних (р, д)-лінійних симетричних форм 

із нормою

ІИН = SUP |Л (х і,...,хр+д)|
||хі||<1,...,||хр+,||<1

позначимо jCs(p '4X ) .

Звуження (р, (/)-лінійної симетричної форми на діагональ назвемо (р, д)-поліномом. 

Число р назвемо степенем однорідності Р  і позначимо degft Р, число q — степенем ан- 

тиоднорідності Р  і позначимо dega Р. Простір неперервних (р, д)-поліномів із нормою

||Р|| = sup \Р(х)\
М<і

позначимо V (p'qX ) .

Для (р, д)-полінома Р  назвемо (р, д)-лінійну симетричну форму АР, звуженням якої 

є Р, формою, асоційованою з Р. У [4] побудовано так звану поляризаційну формулу, 

яка дозволяє за даним (р, д)-поліномом відновити асоційовану з ним форму:

1 2д+1

АР(хи . . . , Xp+q) -  — — — — —  ε 1ε2 ■ ■ ■ Єр+Ч a j 4+ P

V 4 ’ 4 ‘ ει,...,ερ+9 = ±1 j= 1

X P[oij(S\X\  ~\~ . . . £pX p ) . . . “h Ep+qXp+q j , ( l )

0-
де cXj - exp

За допомогою поляризаційної формули в [4] одержано оцінку для норм (р, (^-полі

нома і асоційованої з ним (р, д)-лінійної симетричної форми, яку називають поляриза

ційною нерівністю:

І|Р||<ІИИІ<с0>,д,л-)||Р||, (2)

де с(р, q, X ) — поляризаційна константа, для якої справедлива подвійна оцінка 

1 < с(р, q, X ) <  Зауважимо, що (р+р̂ +' =  Оскільки < ер+ч

1 =  Cp+q - 2P+Q’ то ~V±pW~ - (2е)Р+9· Звідси одержимо оцінку

IIР|| < ІИріі < (2е)р+9||Р||. (3)

Із означення норми (р, д)-лінійної симетричної форми і оцінки (3) отримуємо оцінку

\Ap(xu . . . ,x p+q)\ <  ||Лр||||жі||.. . ||жр+д||. (4)

Із поляризаційної формули (1) і поляризаційної нерівності (2) випливає, що простори 

С*(Р’ЧХ ) і V{p'qX ) ізоморфні.

З А л г е б ра  т и п у  В ін ера  ф у н к ц ій , п о р о д ж е н и х  (р, д)-поліномлми

Позначимо Q + множину раціональних чисел, більших від нуля. Множину функцій

/  : X  -> С таких, ЩО /  =  Σ ~ =0 Σ 7 = 0  fk ,m - k , ДЄ fk ,m - k  Є  V(k'm~kX ), і для кожного



r Є Q + ряд
оо т

н^і^ =  Σ Σ sup \fk,m~k{x)\
їґо ІІ-ІІ<-

є збіжним, будемо позначати W (X ). Множина W (X ) зі звичайними операціями множен

ня на скаляр, додавання і множення функцій разом із системою норм {|| ■ ||г : r Є Q +} 

є алгеброю Фреше.

Зауважимо, що оскільки 8ирцжц<г |/*,т _*(ж)| = rm||/fc,m_*||, то

оо гп

Π/Ιγ-Σ'-ΣΙ/*-*!·
771 — 0 к = 0

Для кожного лінійного неперервного функціонала φ на алгебрі W (X ) існує число 

r Є Q + таке, що φ — неперервний відносно норми || · ||г. Визначимо радіус-функцію 

R  : W (X )' —> М, поклавши для φ Є W (X )' за /?(уз) інфімум таких r Є Q +, що φ є 

неперервним ВІДНОСНО норми II · ||г.

Звуження лінійного функціонала φ Є W (X )' на простір V(p,qX ) будемо позначати 

πρ<4(φ). Наступні дві теореми встановлюють зв’язок між значенням радіус-функції і 

нормами звужень на простори неперервних (р, б/)-поліномів для лінійного функціонала 

на W (X).

Теорема 1. ([1]) Для значення радіус-функції на лінійному неперервному функціоналі 

φ виконується рівність

R(<p) =  lim sup max ||7rfciTO_fc(y>)||1/m.
m—>oo 0<k<m

Теорема 2. ([1]) Нехай φ — лінійний функціонал на алгебрі W (X ). Якщо звуження 

ψ на простори V(p'qX ) для всіх p, q Є Z+ неперервні і їх норми задовольняють оцінку 

|7ГР](/(^) II < csp+q для деяких фіксованих c, s > 0, то ψ — неперервний лінійний функ

ціонал і R(if) < s.

4 О п е ра т о р  з с у в у  

Нехай х Є X . Визначимо оператор зсуву Тх на алгебрі W (X ) наступним чином: 

(Txf)(y) =  f(x  + y), де f e W ( X ) ,  у E X .

Теорема 3. При фіксованому x Є X  для функції /  Є W (X ) значення оператора зсуву 

Txf  буде належати алгебрі W (X ).

Доведення. Нехай /  =  Σ™=ο ΣΓ=ο fk ,m -k · Тоді

ОО 771

CTxf){y) =  f(x  + y) =
771 = 0 k = 0

Відомо, що

k rn—k

/..-.(ї+ї) = Σ  Σ
і —0 j = о

де Afkrn_k — це (k,m  — £;)-лінійна симетрична форма, асоційована з fk,m-k> а через 

Afk,m-k(xk~i,yi ',xm~k~j ,yj ) позначено Лд m_fc х ^ ^ х ,  у ^ ^ у ) .

k—i i rn—k—j j
Звідси

оо m к тгі — к

(тМ у) = Σ  Σ  Σ  Σ  Сї<й-Ил.1п-»0г‘~‘. у‘; у>)
771=0 к—0 г=0 j=0

ОО ОО ОО 771— j

= Σ Σ  Σ
г=0 j=0 m=i+j k=i

Переконаємося, що для кожного r > 0 існує скінченна норма ||ТЖ/||Г. За означенням,

ОО ОО ОО 771— j

Γ./Ιγ = Σ Σ “ ?Ι Σ

Звідси

г=0 j=0 r m=i-\-j k=i

ι ιτ λ < ς Σ  Σ
г=0 j=0 77i=t+j k=i \\У\\<Г

oo m k m — k

= Σ  Σ  Σ  Σ  sup
m=0 /e = 0 2 = 0 j=0 ІЬІІ —r

З г ід н о  і з  о ц ін к о ю  (4 ) ,

Звідси

sup £  (2 еГ ІД »- * І| *Г - ‘- ^ .
і іу і і< г

Тому

oo m k m—k

\\Tj\\r < Σ Σ Σ Σ ^ - ^ π λ ^ ι ι ι μ γ " ' " · ’r’+i
77i=0 /с=0 г=0 j=0

oo m k m—k

= ^(2er σ  ιιλ.-*ιι Σ ^ μ *'* Σ  С-ИМ"·-*-’
77і=0 /с=0 г=0 j=0

ОО 771

\rn-k

771=0 /с = 0

- Σ >Φ  + INI))m Σ II /*.™-*ІІ~ її/112е(?—і- Цгсіі
тп=0 /с=0



Отже, ||ТХ/||Г < ||/|І2е(г+||х||)· Оскільки /  Є W (X ), то ||/|І2е(г+||х||) — скінченна, тому 

скінченною для довільного r буде ||ТХ/||Г. Звідси, Txf  Є W (X). □

Теорема 4. Нехай φ — лінійний неперервний функціонал на W (X ), /  - деяка фіксо

вана функція, яка належить алгебрі W (X ). Тоді функція х н» φ(Τχ/) належить алгебрі

Щ Х ) .

Доведення. Нехай /  =  Σ ~ =0 £Г=о fk,m-k· Тоді

оо m k m—k

(Tj)(y) = Σ , Σ Έ Σ ° ί ^ - ίΛ/^ χ \ ν ί-'·,χ\ν'"-ί-’ )·
m=0 k=0 i—0 j=0

Нехай ■ У >— > Afkrn_k(xl,yk-l-xi,y rn-k J). Очевидно, що J -

(k — i,m  — k — ^-поліномом. Тепер

oo m k m—k
T  f  _ \ Λ \ Λ \ Λ \ Λ r>k—i,m—k—j
1χ Ι ~  2 ^  2 ^  2 ^  2 ^  k m—k x,fk rn_k

m=0 k=0 i=0 j =0

oo m k m — k

= Σ  Σ  Σ  Σ  cicL_t^ i,n. t.M (Pk,2ZT i)
m=0 k=0 г=0 j =0

oo oo oo m—j

= Σ Σ  Σ
г=0 j —0 m=i+j k=i

Оскільки відображення x Μ·  ̂m _ ̂  _  ̂(</?)( ~3) є (г, ̂ -поліномом, то відображен

ня x н-* T ,^= i+ j^kZ J CkCL-k^h-i,m-k-j(^){Pkyk’̂ ^ J) також є (г, ̂ -поліномом. Отже, 

відображення х φ (Τ χ/ )  зображається у вигляді ряду (р, <?)-поліномів. Доведемо, що 

для довільного r > 0 буде ||.τ і-» φ (Τ χ/ ) ||г < оо. За означенням,

оо оо оо m—j
І МИ І

-»»>(γ.λ Ιγ = Σ Σ “ ρ.Ι Σ

Звідси

г—0 j=0 llxll—т rn=i+j k=i

г=0 j =0 m=z+ji /с=г IIх H —r

Оскільки | π ,_ ^ _ ^ ·Η ( / ί ,7 ; ; : :* · ') Ι  ^  Ьь-г,ш-к-Ш\\РкХ2 2 Т 3\\ 1

то

sup |^_iim_fc_J((p)(PIfc/ t^ _ /c J)| < sup (2e)m\\Kk-i<m-k-j{ip)\\\\fktm_k\\\\x\\i+j
l|x||<r ’Jk'm ||x||<r

=  (2 e )m ||7rfc_ it m-k-M\\\\fk,m-k\\ri+ j.

Оскільки φ — неперервний лінійний функціонал, то Р(</?) < оо. Візьмемо деяке число 

s > Р(</?)· Тоді існує таке число с >  1, що ||7rfc)m_fe(</>)|| < csm. Звідси

оо m k m—k

Ik ~  v (T .f) l < Σ  Σ  Σ  Σ  cicLkCsm-,-1W m\\h,m-t\\ri+:’
ra—0 к=0 г=0 j= 0

oo m к m — k

= Σ  Σ
m=0 /c=0 i—0 j=0

-K-3r3

oo m
\m

= οΣ(2εΓΣΐΙΛ .·"-*ΙΙ(Γ + ί)'
m—0 /c—0

oo m

=  c j > ( r  +  s ) ) m ll/fe.m-fcll =  c||/||2e(r+e) <  oo .

771 = 0 /c —0

Отже, (x (-> φ{Τχ/)) Є W ( X ) .  □

5 З го рт к а  л ін ій н и х  ф у н к ц іо н а л ів

Для лінійних неперервних функціоналів φ, Θ Є W’(Ar)/ визначимо згортку φ * Θ як 

функцію на W (X ) формулою

(φ * 9){f) =  φ(χ ^  в(у (Txf)(y))), /  Є W (X ).

Очевидно, ЩО <£ * 0 є лінійним функціоналом. Доведемо неперервність.

Теорема 5. Для лінійних неперервних функціоналів φ, Θ Є W ( X ) '  згортка φ  * Θ є 

лінійним неперервним функціоналом. При цьому ϋ (φ  * θ) < 2β(ΙΪ(φ) + R{0)).

Доведення. Оцінимо норми звужень згортки ψ * Θ на простори (/c, m — /с)-поліномів, де 

m > 0, 0 < k < m. Для цього оцінимо значення φ * Θ на (k, m — &)-поліномі f k,m-k·

{φ * ЯК/*,™-*) = φ(χ ^  θ{ν ^  {Txfk,m-k){y))) = φ{χ ·-> 6>(y ^  /fc,m_fc(x + y)))
k m—k

= φ(χ ^ < / ^ Σ Σ  I і . у"-*-*)))
г=0 j=0 

/c m—k

=  Σ  Σ  C iC L-M * *  0(y *  A,km_t (x‘, j r - ‘ ->))). 
i=0 j=0



Оцінимо значення (φ * 9)(/к,т-к) по модулю.

к т —к

\(ψ*9)(Л,т-*)І < Σ  Σ c *c L - M * *  Ну ^  Xі , ym~k~‘ )))\
г=0 j = 0 

k m —k

< Σ  Σ  sup 1̂ (2/ ̂  Afk,m-k(xi’Vk~i'>xiiym~k~i
i=0 j=o Ml<i

k m —k

< sup sup И /  (xi,y*-i;rrJ',ym_fc-J')|
T^o I N ^ 1 Hy|l<i

k m —k

<Y^Y^cicl-khiAv)\\hk-i,m-k-j{e)\\ sup sup IH/fc,mJ|IMIiMlfe_iMPIbir~fc~J
i=0 J=0 M ^ 1

/с т —к

II ̂  f к,т — к II

г=0 j = 0

к т —к

< (2е)“ΙΙΛ,»-* IIΣ  Σ  II*» II № ІІ ■·
і=0 j= 0

Тепер оцінимо норму лінійного функціонала Кк,т-к^ * Θ).

\\Кк,т-к& * 6>)|| =  sup \тГк,т-к{<Р * 0)(/fc,m_fc)|

к т —к

< (2еГ Σ  Σ  cic^lku (V) IIII ττί-—ν,ί,ι—fc—j (β) II.
ι = 0  j — 0

Візьмемо числа si > -R(t̂ ) і s2 > ϋ(θ). Тоді існують такі числа с\,с2 > 0, що для 

довільних p, q Є Z+ буде ||7гРі9((̂ )|| < Cis^ 4 і ||πΡι(?(0)|| < c2S2+q. Використаємо ці оцінки.

/с т —к

ii*w (v * 9)іі < (2ег Σ  Σ  c';ci_tclS«c2S‘- +"-‘-·’
г=0 j= 0

к т —к

= ο μ ^ γ Σ ^ 3 >‘_і Σ  ч и ^ г ‘_)' = clC2(2e)m(Sl+»2г.
г=0 j= 0

Позначимо c =  C\C2, s — 2e(si + s2). Тоді для норм звужень згортки на простори 

(к ,т  — £;)-поліномів маємо оцінку ||7rfcim_fc(</?*#)|| < csm. За теоремою 2 згортка ψ * Θ є не

перервним лінійним функціоналом на алгебрі Yf(X). Для радіус-функції маємо оцінку 

Κ(ψ * Θ) < s =  2e(si + s2). Оскільки si і s2 вибрані довільно, то

ϋ(φ *θ ) < 2e(R{<p) + Д(0)).

□
Доведемо ще одну властивість згортки.

Теорема 6. Нехай φ, 0 — лінійні неперервні функціонали на алгебрі W (X ). Якщо φ, Θ 

є характерами, то φ * Θ також є характером.

Доведення. Перевіримо, що для довільних функцій /, g Є W (X ) виконується рівність

(ψ * θ)(ΐ9) =  {ψ* θ)(/)(φ * 0){g).

За означенням, (φ * 6)(fg) =  φ(χ в(у н-> (fg)(x  + у))). Оскільки φ,θ є характерами,

то

%  ifg )(x + У)) =  0(у м- f(x  + y)g(x + у)) =  0(у і-». f{x + у)Щ у ь* д(х + у))

і

{φ * Θ){Ϊ9) =  φ{χ *->· 9(у Η4 f(x  + у))0(у !-> g(x + 2/)))

=  φ(χ  t-> 9(y M· /(x  + y))^<p(x ι-> %  3(x + y))j =  (^ * θ)(/)(φ * 9)(g).

□
Для скінченної послідовності {y?fc}fc=i C W (X )' згортку t/?!*.. .*φη будемо позначати

П
%  Рк- 

к= 1

6 С п е к т р  а л г е б р и  W ( X )

Нехай (п, /) Є Ί?+. Визначимо множини АПі;,АП)г C Ζ̂ _ наступним чином

лп,і = {('і,І) : 0 < і < п, 0 < j < /},
Λ„,/ =  АП); \ {(та, Ζ)}.

Нехай W\n l(X) — замикання підалгебри алгебри W (X ), породженої (р, д)-поліно- 

мами, для яких (p,q) Є Λη<ί і нехай УУд^ДХ) — замикання підалгебри алгебри W (X), 

породженої (р, д)-поліномами, для яких (p,q) Є Λп>/.

У [1] доведено таку теорему:

Теорема 7. Нехай φ — лінійний неперервний функціонал на VV(X) такий, що φ(Ρ) =  0 

для кожного Р  Є V(n’lX ) П W\n l(X), але при цьому πη,ι{ψ) Φ 0. Тоді існує неперервний 

комплекснозначний гомоморфізм ψ на W (X ) такий, що πΡι4(ψ) =  0, якщо (p,q) Є ЛП)(,

і πη,ι(ψ) =  πηιι(φ). Радіус-функція

R W  ^  \\πηΑψ)\\1/{η+1)■

Із того, що ψ — характер і 7τΡι4(ψ) =  0 для (p, q) Є ЛПіі випливає

Насл ідок 6.1. πν̂ ('φ) не дорівнює нулю тільки якщо існує к Є Z + таке, що р = кп і 

q = кі.



Побудуємо функцію χ  : Z+ —> Z+, поклавши x (i,j)  =  (Ι+·?)(*+·7+1) +  ̂для (г, j )  Є Z+. 

Можна перевірити, що х  є бієкцією. Позначимо через 7  обернене відображення до х.

Нехай Ік буде мінімальний замкнутий ідеал алгебри W (X ), породжений всіма непе

рервними (р , д)-поліномами, для яких 0 < я(р, q) < к.

Множину характерів алгебри W (X ) будемо позначати MW(x).

Нехай для А; > 1

Фк =  {<р Є MW(x) : ker <£> D 4}.

Також покладемо Ф0 =  MW(x).

Доведемо деякі допоміжні результати.

Теорема 8. Я кщо для пари (η ,Ι) ф (0,0) алгебра УУдпі(Х) не співпадає з алгеброю 

W An,( то ІСЯ7Є такий характер ф Є Фх(„,і)_і, що Ф І  Фх(п,і)·

Доведення. Нехай Р  Є V(n,lX ) і Р  ^ >Удп і (Х). Оскільки алгебра УУдпі(Х) є замкнутим 

підпростором алгебри W (X ), то за теоремою Гана-Банаха існує лінійний функціонал 

φ Є W (X y  такий, що φ(/) =  0 для кожної функції /  Є WAjil(X) і ψ(Ρ) ф 0. За тео

ремою 7 існує характер ф на алгебрі W (X ) такий, що = 0, якщо (p, q) Є АПіі і 

Ψη,ι — ψη,ι ■ Неважко переконатись, що для жодного значення k Є N пара (k n , kl) не на

лежить множині {(г, j )  : 0 < х(г, j )  < х(тг, І) — 1 }, тому за наслідком 6.1 ker ф D Ικ(η,ΐ)- 1
і ф Є Φκ(„,ϊ)-ι· Оскільки ф(Р) ф 0, то ф <£ Фх(„,г). □

Теорема 9. Якщо φ,φ  Є М щ х), φ,φ ф 0 і ф Є Фх(„,;)_і, то (φ *φ )(Ρ ) = <р(Р) + ^ (Р ) 

для довільного Р  Є V(n'lX ).

Доведення. За означенням, (φ * ф)(Р) =  <̂ (х і-> ф(у і-> (ТхР)(у ))). Оскільки

η І

(Т,р)(у) =  />(* + </)
г=0 j=0

то
η /

Ψ(» (ЇІР)(к)) =  Σ Σ ΰ ί Φ ί ν  « · ΑΡ(χ\ν»->·,χί,νι-ί)).
г=0 j=0

Оскільки Ф Є Фх(„,/)-г, то 7T7(fc)('0) =  0 для 1 < /с < х(п, і) — 1. Звідси випливає, що 

7Tn-i,j-j(V0 = 0 ПРИ (n - М  - j )  є  A„,i \ {(0, 0)}, тому

·-> (ТхР)(у)) =  ф(у Лр(х"; z')) + И- Лр(ї/"; у'))

=  ф(у н-> Р(х)) + ь-* Р(у)) =  Р(х)ф(у 1) + -0(Р)·

Оскільки ф — ненульовий характер, то ф(у ь-> 1) =  1 . Тому

^ ( у - ^ ( г вр)(г/)) =  р ( х )  + ^ ( р ) .

Звідси

(99 * ф){Р) =  φ(χ Р{х) + Ф{Р)) =  φ(χ ^  Р(ж)) + </?(х ь-> ф(Р))

= φ(Ρ) + φ(Ρ)φ(χ  н-> 1 ) =  уз(Р) + ·0(Ρ).

□

Теорема 10. Якщо Р  Є V(n"lX ) і послідовність {φ3 така, що φ} Є Ф^_і, то для
m κ(τι,Ι)

довільного m > х(гг, І) буде ( *  φ3)(Ρ) =  ( *  φ3)(Ρ).
j = 1 j = l

Доведення. Оскільки v?m Є Фт_і С Фх(„,;)_х, то за теоремою 9

7?г 7?г —1 7тг—1

( *  ^ ) ( Р )  =  (( *  ^ )  * <^ш)(Р) =  ( *  ч>і )(Р) + ψτη{Ρ)·
3=1 3=1 3=1

m  τη —I

З того, що φπι Є Фт_і С Φχ(„,ί) випливає, що </?т (Р) =  0. Тому ( *  <£j)(P) =  ( *  4>j){P)·
3 = 1  3 = 1

Продовжуючи аналогічно, одержимо

m —1 т  —2 κίη,Ι)

( *  ^ ) ( р ) =  ( *  <Рз){Р) =  ··· =  ( *  Ч>з)(Р)·
3 =  1 3=1 3=1

Для послідовності {ψη}η>=ι C Mw(x), Є Фп_і нескінченною згорткою будемо вва

жати такий лінійний мультиплікативний функціонал на алгебрі функцій, породжених
ОО

скінченними лінійними комбінаціями і добутками (р, у)-поліномів, що ( *  φη)(Ρ) =
п=1

*(Р,Я)
( *  ψη)(Ρ) для Р  Є V(p'qX). У випадку, коли цей функціонал неперервний, його

71=1

можна продовжити до лінійного неперервного мультиплікативного функціонала φ на
ОО

W (X). В цьому випадку будемо використовувати те саме позначення φ =  % φη.
η=  1

Теорема 11. Існує послідовність спряжених банахових просторів {Еп}™=1 і послідов

ність відображень 6ІП') \ Еп —> Mw(x) таких, що довільний характер φ Є Mvv(x) можна
ОО .

подати у вигляді φ =  -*· 6{n>(un) для деяких елементів un Є Εη, η =  1 ,2 ,....
71— 1

Доведення. Покладемо Е\ — V(^'lX )' — X  , <5  ̂= δ — функціонал значення функції в 

точці X  . Припустимо, що простори Ек і відображення вже побудовано для к < п. 

Позначимо Еп множину {τχΊ^ (φ )  : φ Є Фп-і}, де π7(η)(</?) — звуження φ на підпростір

ν ( Ί^ Χ ) .  Очевидно, кожен елемент множини Еп є лінійним функціоналом на просторі 

Ρ (7(")Χ), який перетворюється в нуль на всіх елементах простору Χ)(ΛΥ^\Ί(η)(Χ).

Отже, кожен елемент МНОЖИНИ Еп Є елементом простору Ρ(Ί'(η)χ )/ П In-ι, Де через 

Є 1 позначено простір лінійних функціоналів на W(A'), які перетворюються в нуль на 

ідеалі Іп-\. Якщо УУд7(п)(Х) =  (Λ-) то Еп =  {0}, інакше за теоремою 8 множина

Еп містить ненульові точки.

Покажемо, що Еп є лінійним простором зі звичайними операціями суми елементів і 

множення на скаляр. Для цього достатньо показати, що ці операції не виводять за межі

Еп-

Нехай φ, ф Є Ф„_і. Для довільного Р  Є V i^ ^ X )  за теоремою 9 (φ * ф)(Р) =  φ(Ρ) + 

ф{Р). Звідси тг7(т[)(у? * ф)(Р) =  πΊ{η)(φ)(Ρ) + тг7(п)(^)(Р ). Отже, πΊ{η)(φ) + πΊ{η)(φ) =  

π Ί(η){φ * Φ).

Нехай φ Є Φη-ι, cl — довільне комплексне число. Покажемо, що απΊ^ (φ )  Є Еп. 

Оскільки αφ Є W (X )' і αφ перетворюється в нуль на елементах простору ' Ρ ^ η)χ) η



УУд7(п)(Х), то за теоремою 7 існує такий характер ф, що πΊ(η)(Φ) =  πΊ η̂)(αφ). Звідси, 

απ7(η)((/?) =  πΊ(η)(αφ) =  πΊ(η)(Φ) Є Еп, оскільки ф Є Ф„-і· Отже, Еп — лінійний простір.

Визначимо простір Wn =  V (7(ri)X ) / (In-iC\V(7(n)X ) ) . Тоді Wn є банаховим простором 

лінійних функціоналів на просторі Еп. Визначимо норму || · ||„ на Еп як супремум 

значень на векторі із Еп елементів одиничної кулі простору Wn. Очевидно, простір W'n 

співпадає з простором ρ ( 7Η χ ) ' η Ι^-χ· Як було вже сказано, кожен елемент простору 

Еп міститься в X ) 'Піr̂ _v 3 іншого боку, якщо и Є 7°(Ί(·η̂ Χ)' Г\ І то за теоремою

7 існує такий характер ψ Є Фп-ь що и =  π7(η)(φ), отже, и Є Еп. Звідси робимо висновок, 

що Еп =  W^.

Для w Є Еп нехай δ ^^ω )  — характер, який існує за теоремою 7, якщо в ролі ліній

ного функціонала взяти w. Для довільного характера φ покладемо и\ =  7Г7(і)(</?) Є X  . 

Припустимо, що уже визначено елементи Uk Є Ек для к < п. Покладемо

Покажемо, що Є Еп. Достатньо перевірити, що для кожного (р, д)-полінома Р  Є 

? ( 7(η)Χ), який є добутком (р, (^)-поліномів Рі, Р2 таких, що (degj Ρχ, deg2 А ) =  (пь Ιχ) ф 

(0,0) і (degx Р2, deg2 Р2) =  (η2,/2) ф (0,0) буде м„(Р) =  0. Із мультиплікативності φ і
τι — 1 . .

*  <Г '(Ufc) отримуємо
к= 1

„(Р) =  % Μ (ί,)(Λ Ρ2) - πΎ,„) ( ”*  i “ >(u*)) ( f i f t )  =  ίΚ Λ Λ ) - ( V  ί №>Κ ) )  (f lfb ) 

= *> (Р іМ Я ) - ( ”* i (‘ >(«*)) (Pi) ( * V > K ) )  (P2)

За теоремою 10

(Pi) =  ) (Pi)
k=X J \ k- 1

ΐ ^ Κ ) 1  (P2) = f X(ni ,,a)«5(fc)(Mfc)) (P2).
4fc=i у \ k=1

Згідно із припущенням

/  κ ( η χ  , / j ) — 1 .

η κ ( η ι Μ {Ρ χ ) =  ΤΤη ι , Ι ι ( ψ ) ( Ρ χ )  -  ( Д  5  ( и к ) ) { P i )

u
/κ(η2,ί2)-1 \

<(n2h)ip2 ) = πη2,ι2{ψ)(ρ2) - у fc*  δ М )  (A)·

Тому, скориставшись теоремою 9, маємо

и„(Р) =  ,(Р ,) + V > ( « o )  (Р.)

х (ϊί«(η2,ί2)(Ρ2) + (  ^ ( u , t ) )  (Р;г))

-  ( * ' ’* ‘’ ^ ’м )  т  (Рг)

/с=1 / \ /с= 1

\ /x(n2,h) ,,, \
*  (А ) *  5(fc)K )  ) (Р 2) =  0.

/с=1 у у /с= 1 у

оо ...
Розглянемо функціонал *  δ^\υ^). Нехай /  =  X)fc=0 fk ,m - k  ~  довільна функція,

j=x ^ '
породжена скінченними лінійними комбінаціями і добутками (р, д)-поліномів. Оскільки 

Uk Є Ek, то за теоремою 10 маємо

* i«>(Uj-)) </) = Σ Σ  ( * / ww )  (λ .™-*)
3 ' т=0 fc=0 '

= /(0) + Σ Σ Γ Τ ^ Μ  (/*--.)■
m=l fc=0 ' J 1 '

° °  . ..
Отже, згортка 6(J'(uj) є визначеною на алгебрі функцій, породжених скінченними

і=і
лінійними комбінаціями і добутками (р, дг)-поліномів. З іншого боку, для довільного

Р  Є V (k’lx )

ψ -  * 5 ω ( ^ ) ^  (Р )  =  n k,i(ifi)(P) -  ^  (̂ }δω (U j)'j (Ρ )

= U,(M)(P) + ( ΧΤ 1l iW (ttj))  (Ρ) - ( T ^ (u .) j (Ρ)

= 6 ^- '» (и ^ іП)(Р) + ( ”(T ‘ «U)(«j)) (Я) -  (  д ’ ίϋ>(«,)) (Ρ) = о.

00 / Λ
Отже, φ співпадає з ^  <5(:,)(uj) на алгебрі функцій, породжених скінченними лінійними

і=і
комбінаціями і добутками (р, (ї )-п о л ш о м і в . Ця алгебра є щільною в W (X ), тому φ =

СЮ / ..

*  6^{Uj) на Щ Х ) .  □
з=і

7 Д и ф е р е н ц ію в а н н я  на  а л г е б р і W (X )

Нехай иРіЧ Є Ех(Рду Визначимо лінійний функціонал 9(ир>д) на алгебрі W (X ) фор

мулою

Up,q{ f ) ,  якщо /  Є V (p’qX ),

0, якщо /  Є V(m’kX ) і (т , /с) ф (p,q)·0(np,q)(f) =



Визначимо лінійний оператор d(P,q){upq) на W (X ) формулою

9(p,q){up,q){f)(x) =  0(ир,д)(у !-> (Txf){y)).

Нехай п > р і І > q і нехай АР — це (п, /)-лінійна симетрична форма, асоційована з 

деяким (п, /)-поліномом Р. Тоді відображення у і-> АР(хп~р, ур\х1~ч, у4) буде (р, д)-полі- 

номом. Значення ит {у м· АР(хп~р, ур] xl~q, yq)) будемо позначати АР(хп~р] xl~q, иР}Ч).

Теорема 12. Нехай иР)Ч Є Ex{p>q]. Тоді оператор d{p)4)(up<4) є неперервним оператором 

диференціювання на алгебрі W (X ). При цьому для Р  Є V{n'lX )

d, J u  )(Р)(х) =  I  С%С? М х п-р; «*,,). якщо η > р і І > q, _
р'ч) р'4 І  0, в іншому випадку.

Також для кожної функції /  Є W (X ), /  =  Σ ™ = 0  ΣΓ=0 fk,m-k,

§{х(р,я))(и ^  (7У )(f  )
0 l u p , q ) U )  -  Z _ J  ^ щ у и {р,ч)Уа Р^)\-Ігір,гщ)·

Доведення. Нехай P  Є V(n,lX ). Тоді 

9<ρΑ*Ρ«)(ρ )(χ) =  ρ (·τ + у))
η /

= »(«*,)(» ^
i= 0  j=0

I

i=0 j=0

Оскільки

6(up,q) ( y ^  AP(xn~l ,yl\xl~J,yJ))

up,q{y t—̂ AP(xn i ,yi-,xl j ,yj )), якщо i — p і j  =  q,

0, в іншому випадку,

то л

Я л, v p u T\ _ J  якщо η > р і I > q,
(p,q)\ p,q)\ >\ i  о, в іншому випадку.

Отже, рівність (5) доведено.

Доведемо, що для кожної функції /  із W (X ) функція g(x) =  d(Ptq)(uPtq)(f)(x ) буде 

належати алгебрі W (X). Нехай /  =  ]Ст=о ΣΧ=ο fk,m-k· Тоді

оо тп

д(х) — ^   ̂^  ̂  d (p ,q )(u p ,q ) ( f k ,m - k ) ( z )

00
771=0 fc=0

ОО m -q

m —p-\-q k—p

Позначимо gk-P,m-k-q(x) =_CPkCqm_kup,q(y ^  Afkrn_k(xk~p,yp-xrn~k-q)Vq)).

Тоді g = Σ2=ρ+4 Σ™=ρ 9 k - p ,m - k - q i y k-p ,rn-k- q є V(h~P'm~k~qX). Оцінимо Норму 

(k - p,m  - k - (^-полінома gk-p,m-k-q.

||»fc-p,m-fc-ell = sup \gk-p<rn-k-q(x)\ = sup \CpkCqm_kuPtq(y ^  Afktrn_k(xk-p,yp;xm-k-q,yq))\
IM|<1 M<1

< sup CpCqm_k\\upJ\\y ^  Af^rn_k(xk-p,yp-)xm-k-q,yq) 
l|x||<i

= sup CpkCqm_k\\upJ  sup \Afkm_k(xk-p,yp-xm-k-q,yq) 
llx||<l llwll<i

< sup c pkc qm-k\\upj sup
IMI<i llwll<i

Оскільки Cp < 2k, Cqrn_k < 2m~k i \\Afkm_k\\ < (2e)m||/fc,m_fc||, то

\\gk-p,m-k-q\\ <  2fc2— fc(2en|uPi9||||/fc,m_,|| = (4e)m|| ,̂g||||/fc,m_fc||. 

Нехай r > 0. Має місце оцінка

oo m—q 00 7П — q

ΙΙΛ = Σ  Σ Γ'”"ρ",ΙΙ»-<’."-*-«ΙΙ S ΙΙ“«ΙΙ Σ  Σ ^ ’^ΠΛ.»·-*!!·
m =p+ q k=p m =p+ q k=p

Позначимо p — max{l,r}. Тоді rTn~p~q < рт~р~ч < pm. Тому

oo m—q 00 771

< k j  Σ  Σ ',”(4εΓΐΐΛ.">-*ιΐδΐι«ρ,»ιιΣΣ(4',βΠΐΛ."
m =p+ q k=p  m = 0 fc=0

-fcll llUP,<jll II/l|4pe

Оскільки /  Є W (X ), то ||/|І4рЄ < +сю· Тому ||(7||г < +оо. Отже, д Є W (X).

Нехай Р  Є V(n,lX ), Q Є V(m'rX). Доведемо, що

d(p,q)(up,q)(PQ ) =  Pd(Pig)(uPig)(Q) + g a {p,g)(wp,9)(P). (6)

Якщо η + т  < р або I + r < q, то рівність очевидна. Нехай n + m > p i l  + r > q .  Нехай 

Apq ~  форма, асоційована з (п + т,1  + г)-поліномом PQ. Із рівності (5) випливає, що

aM (uPl,)(PQ)(x) = с ;+тс;+ге(ир,,)(у ^  Ар^х^-^у^, х'^-'.у-)).

Нехай , . . . ,  2n_|_m, 11 , . . . , ί/_|_r G -X". Тоді

л . . .  λ _ 1 1
A P q\Z 1 , . . . ,  Zn jrm) 11 , .  . . ,  ί/_(-Γ) у —■ ГГТТ і \ї

(n + m)! (i + r)!

^  ^  ] 'У  ̂ ^ ρ (- ^ σ (1 ))  · · · і Ζσ (η)) ^ r ( l) )  · · · j ^ r ( i) )

aES(n+ m ) reS(/+ r)

^  (·2·σ(η+1) > · · · i -2·σ(η+τη)) ^τ(1+ 1)ι · · · i ^ r(/+ r))· (7 )

ВвЄДЄМО ПОЗНаЧЄННЯ 2 (zj , . . . , , t (ίι, . . . , ti+r), (Τι <ΤÎ  1 ,.,Π.} j ^2 — Î{η+1 ,...,ri+m} )

Τι =  r|{1... i}, τ2 = τ|{ί+ι,...ιί+Γ}. Розглянувши г як відображення з {1 , . . . , η + т }  в X , a t

як відображення з {1, . . . , /  + г} в X , формулу (7) перепишемо у вигляді

ApQ(ẑ ) = (п + т)\ П j1 г)і Σ  Σ  ^ ^ i;to r ,)A j(2  0(r2;ior2). (8)
<7Є5(7г+7?г) тЄ5(/+г)



Нехай

α(σ) =  |{ ΐ , . . . , η }π  σ _1{η + т  — ρ + І , . . . ,п + т}\,

Ь[т) =  | { l , . . . , / } n r _1{/ + r - g + l , . . . , /  + r}|.

Тоді

Α ρ ( ζ  о σ ι; t о η )  =  А р (х п-а^\ уа^ ·  x l~b̂ , y b̂ ) ,

A Q (z о a 2]t о T2) =  A Q(xm-p+a(a\yp-a^ ]xr- ^ T\yq-b̂ ) .

Тепер

dM (u„„)(PQ)(x) = 1 1 Σ  Σ
a€S(n+m) r€S{l+r)

i—̂ ΛΡ(χ"-α(σ), ί/α(σ); хг"ь(т), j/b(T))AQ(a:m-p+e(ff)J?/ρ“α(σ); хг-9+ь(т)1 ?/'-ь(г))).

Оскільки гіРі9 Є Εκ(ΡΛ), то в останньому виразі не дорівнюють нулю тільки ті доданки, 

для яких α(σ) =  р і Ь(т) =  q або α(σ) =  Ь(т) =  0. Кількість тих σ Є S(n + m), для яких 

α(σ) =  р , дорівнює

І {σ Є 5(n + т ) : α (σ )= ρ } | = |
Срр\(п + m — р)\, при п > р, 

0, при п < р.

Аналогічно

|{гЄ5( і  + г): 6(τ) =  «}| =  { W  + 1- * ) ' ·  " РИ ' ^ ·
11 J 1 [0 ,  при І < q,

і/ С/ . ч / ч п\і /  С р р!(п + т - р ) ! ,  при т  > р, 
|{f f e S (n  + m ) ; a W = 0 } |  = | Q| при т  < р,

| { reS ( i  + r) :  6(τ)=0}| = |
С ^ !(/  + г - q)\, при r > q, 

0, при r < q,

Звідси для п >  р, m > ρ, І > q, r > q

d(P,q)M (P Q ) { x )  =  Cvn+m Cql+r l  m y J[ ^ y P ] (n + m-p)\q\(l + r-q)\ 

x (c*  q  up,q(y ^  AP(xn-p,yp-xl-q,yq)AQ(xm-xr))

+ Cpm Cq up>q(y M-

Оскільки Cpn+m Cql+r ( ^ y y ^ p !  (n + m - p)! 9! (/ + r - q)\ =  1, то

5(p,9)K ,g)(Pg)(x) = (q(x) Cp C? uPiq(y ^  Ар (хп-р)ур-х1-\у*))

+ P(x) Cpm Cq up,q{y ^  AQ{xm-p^ - x T-\yq))).

Враховуючи формулу (5), отримуємо d{p,q)(uPtq)(PQ ) = PdM (uPtq)(Q) + Qd{Piq)(uPiq)(P). 

Отже, ми довели рівність (6) для випадку я, пі > р і /, r > q. Для всіх інших випадків 

цю рівність також перевірити нескладно.

Із рівності (6) і лінійності оператора д(Р,ч)(иРд) випливає, що цей оператор є опера

тором диференціювання на алгебрі W (X).

Нехай Р  Є 'P ^pw xy  Після η-кратного застосування формули (5) отримаємо

д м М ( Р )  =  c% cfĤ r . . .  c i c i , c i _ l)q... с ^ » ( и „ ) ( Р )

=  М М ( ( « І ( „  ) ( Я  

(р!)" (?!)" ’

Звідси

х(*{р,<і))(и |(р) _ Щ дп (и )(р)
0 -  (пр)\(пд) П р' ^ ир'ч){П-

Нехай /  Є W (X ), /  =  Σ “ =0 Er=o/fc,m-fc· Тоді

оо τη

= Σ Σ '1' (Μ|>ω (Λ - · )

(ρ·)η (g!)7
m = 0 k= 0

oo

( м ) ) ( “ р,д )(Упр,пд) Σ  ( у  f \f ^ p , q) ( ПР,ч) ( f  np,nq ) ■

n= 1 n = l  ̂ ' '  ' ' ’

□

8 П о х ід н а  з а  н а п р я м к о м  у  д ій сн ом у  с е н с і  н а  а л г е б р і W p O

Нехай h Є X . Знайдемо похідну за напрямком h від Р  Є V(p,qX), розглядаючи X  як 

простір з дійсною структурою.

P(x + th )- P (x )  
lim ------------—

£ЄК, t—>0

= 7 (Σ  Σ  ο ;σ ,Α Ρ(χ--\ (ift) V J , (thy) - АР(хГ x-))
\і= ο j= 0 J

1
Ρ я

ІЄК, t—>0 f/
Σ Σ  c;cjqti+jAp(xp-\ ti\xq-\ h3) - Ap(xp; xq)

\i= 0 j —0 /

= C 'C ^A P(x”-\ ft;.τ’ ) + ft.) =  5(І,0)(Л,і,„)(Р)М + дШ ) М ( Р ) ( х ) ,

де через /і1і0 позначено лінійний функціонал на просторі V(lfiX ), який кожному g Є 

Р (1’°АГ) ставить у відповідність число g(h), через h0д позначено лінійний функціонал на 

просторі 'Р(0ДАГ), який кожному р Є V(0,1X ) ставить у відповідність число g(h). Отже,

ієкТ+о ~  t ~  = + (̂0,1)(V i))(Р )(Х)·



Для /  Є W (X ) будемо мати 

f(x  + th) - f (x )
lim

£ЄМ, t—>0 І

fk ,m  — к{,Х t t l )  f k  ,т  — к («е)

^ /  оо т  оо т  \

f e o  І  Σ Σ  fk,m-k{x + th) - Σ  Σ  fk,m-k(x)
\m= 0 k= 0 m = 0 k= 0 /

= Σ  Σ  ίΡΜ?_η k m k -~T------ = Σ  Σ^.°)(Λΐ.°) + 9(0,1)(*0.1 ))(fk,m-k)(x)£ЄК, t—»0
ш=0 k=0 m=0 k=0
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В работе описано спектрьі алгебр типа Винера функций, порожденньїх (р, (/)-полино- 

мами на бапаховьіх пространствах, а также введеньї и исследовапьі дифференцирования 

на зтих алгебрах.

УДК 519.21

Г е р и ч  М.С.

У Т О Ч Н Е Н Н Я  О С Н О В Н О Ї Ф А К Т О Р И З А Ц ІЙ Н О Ї Т О Т О Ж Н О С Т І для 
М А Й Ж Е  Н А П ІВ Н Е П Е Р Е Р В Н И Х  Г Р А Т Ч А С Т И Х  П У А С С О Н ІВ С Ь К И Х  

П Р О Ц Е С ІВ  Н А  Л А Н Ц Ю Г А Х  М А Р К О В А

Герич М.С. Уточнення основної факторизаційног тотож ност і для майже напівнепе- 

рервних гратчастих пуассонівських процесів на ланцюгах Маркова // Карпатські мате

матичні публікації. — 2012. — Т.4, №2. — С. 229-240.

Нехай {ξ(ί), x(t)} — майже напівнегіерервний гратчастий однорідний пуассонівський 

процес па ланцюгу Маркова. Стрибки одного знаку для ξ(ί) геометрично розподілені, про

тилежного знаку — мають довільний гратчастий розподіл. Для таких процесів встановлені 

співвідношення для компонент двосторонньої матричної факторизації. Ці співвідношення 

визначають генератриси екстремумів процесу та їх доповнень.

ВСТУП

Процеси з незалежними приростами (н.п.) на ланцюгах Маркова (ЛМ) часто нази

вають адитивними процесами на ЛМ або процесами в марковському середовищі (див. 

роботи [8, 9]); в статті Єжова 1.1., Скорохода А.В. [6] — марковськими процесами, однорі

дними за другою компонентою; інколи процесами, керованими JIM. У вказаних роботах 

розглядався випадок (С), коли стрибки процесів або випадкових блукань мають непе

рервний розподіл ((C) — continuity). Випадок (L), коли розподіл стрибків — гратчастий 

((L) — lattice) розглядався А.А. Боровковим і Б.А. Рогозіним [1].

Для вивчення розподілу граничних функціоналів процесів, керованих ЛМ, в моно

графії Д.В. Гусака [2] розвинуто факторизаційний метод у випадку (С). Там одержано 

уточнені результати для напівнеперервних процесів на ЛМ (зі стрибками одного зна

ку). В роботах Є.В. Карнауха [7] узагальнено ці результати для майже напівнеперервних 

процесів.

Для випадку (L) одержані уточнення деяких результатів в спільних роботах 

Д.В. Гусака та А.І. Туреніязової [4, 5] для напівнеперервних знизу процесів, стрибки 

яких в одну сторону лише одиничні.

2010 Mathematics Subject Classification: 60G60, 60G17.

Ключові слова і фрази: основна факторизаційна тотожність, майже напівнеперервні процеси на лан

цюгах Маркова, генератриса екстремумів процесу та їх доповнень.



В даній роботі перед нами поставлена задача уточнити результати розподілу для 

граничних функціоналів та їх доповнень (випадок L) майже напівнеперервних гратча

стих процесів, для яких стрибки вверх або вниз мають геометричний розподіл. Для 

такої задачі знайдено вигляд генератрис граничних функціоналів та їх доповнень.

1 М ай ж е  н а п ів н е п е р е р в н і п р о ц е с и  н а  с к ін ч е н н о м у  л а н ц ю г у  М а р к о в а .  

Розглянемо двовимірний марковський процес

г(і) =  ( * > 0, ξ(0) = о)

однорідний за часом, з простором станів Ζ х Е  (Ζ = {0; ±1; ±2;...}, Е  = {1, 2, . . . ,  т}).

Друга компонента {x(t),t > 0} процесу Z(t) є однорідним ланцюгом Маркова з 

матрицею перехідних імовірностей

p(t) = II P{x(t) = Φ'(ο) = /с}іи,гєЕ = eQi,

де інфінітезимальна (твірна) матриця Q JIM x(t) має вигляд

Q — N (P  І), N  — IIδ/ςτ-τΐΐςIIfcjrgE, I IÎ fcrIIfe,r£E)

{nk > 0, k Є E} — параметри показниково розподілених випадкових величин ζ/c — часів 

перебування x(t) в стані к, Р  =  ||рь|| ~~ матриця перехідних імовірностей вкладеного 

JIM {уп =  χ(ση + 0),77. > 0}, ση — момент n-ϊ зміни стану x(t), тоді

Ркт = Р{уп+1 =  А Уп =  к} =  Р{уі =  г\у0 = к},

П

Σ ,ρ *  =  lj Prr =  °>п >
r— 1

Розглянемо сукупність незалежних процесів {6:(i)}fcLi> Де £k{t) =  Σ  £ік\ a Nk(t) —
i< N k(t)

простий пуассонівський процес

P{Nk(t) =  r} =

{Afc > 0} — параметри показниково розподілених випадкових величин ('к, які визнача

ють час між двома сусідніми скачками процесу £jt(i), стрибки ξ^  — сукупність незале

жних однаково розподілених випадкових величин для ξ^(ί).

В ідносно першої компоненти {£(t),t > 0} будемо припускати, що її прирости на 

інтервалі [ση,ση+ι) мають той же розподіл, що і прирости одного із процесів {&(£)}, 

тобто Δξ(ί) =  Δ £fc(t), якщо x{t) =  k, t, t+At Є [ση, ап+г). Крім того, в момент ση+ι зміни 

станів, коли вкладений J1M переходить із стану к =  χ(ση+χ — 0) в стан r =  χ(ση+χ + 0), 

процес ξ(ί) має додаткові прирости

Хкг =  £(θη+ι + 0) - ξ(ση+1 - 0) (Хкг =  0 при к =  г),

причому {Xkr}™r=i ~  сукупність незалежних випадкових величин, що не залежать від 

ξ*(ί) з функцією розподілу

f(z) =  ||/*r(z)|| =  II PkrP{Xkr =  z}||, 

та матричною твірною функцією

f(z) =  \\E[zXkr,yx =  r\y0 =  к]\\.

В силу однорідності Z(t) за часом по компоненті ξ(ί) для опису розподілу цього процесу 

достатньо розглянути матричну твірну функцію

gt(z) =  E z ^  =  etK ẑ\ \z\ =  1,

кумулянта процесу має наступний вигляд

К{г) =  1ηΕζξ(<) =  ^ ( z *  - 1)(Λρ(χ) + Nf(x)) + Q

або в термінах твірних функцій

К(2) =  Λ(ρ(ζ) - І) + N(f(z) - P) + Q,

де p(z) =  =  £}ІІ! Q , 3ΝΓ,P,f(s) визначені вище, Λ = |[<5*rAfc||, ρ(ζ) =

Ε^ξι =  ||£^ζξι||, k,r є  E.

Означення 1.1. Введений таким чином процес Z{t) =  (ξ(ί),ζ(ί)} називається скла

дним гратчастим процесом Пуассона з незалежними приростами, заданим на скінчен

ному JIM.

Нехай Λ = ||<5fcrAfc||,

λ i
A{l\ ξ[ν > 0,

A f , d fc) < 0, 

A = Αχ + Λ2, Αχ — ||0fcrA^||, Λ2 = ll^fcrÂ H,

Pi (x)> d fc) > 0, λ _  ] Pi (ζ), ξ[k) > 0,

Ρ2(χ), d fc) <o ,  i  p2(z), d fc) < 0,

C =  Ĥ fcrCfcll, В  =  ||5fcr5fc||, де Ck (Bk) — параметри геометрично розподілених додатних 

(від’ємних) стрибків ξ(ί), якщо x(t) =  k.

Означення 1.2. Складний гратчастий процес Пуассона Z(t), заданий на JIM, називає

ться майже напівнеперервним зверху, якщо компонента ξ(ί) перетинає додатний рівень 

лише додатними геометрично розподіленими стрибками, тобто кумулянта якого має 

вигляд

Κ(ζ) =  Λ ,[(І - C )z(I - С ζ)-1 - І] + Λ2 Σ ( ζ χ - 1)р2(х)+

х<0

+n J 2 ( zx - Щ х )  + Q,
ж<0

або

Κ(ζ) =  Λχ[(І - С)г(І - Сг)-1 - І] + Λ2[ρ2(ζ) - І] + N[f(z) - Р] + Q.



Означення 1.3. Складний гратчастий процес Пуассона Z{t), заданий на ЛМ, назива

ється майже напівнеперервним знизу, якщо компонента ξ(ί) перетинає від’ємний рівень 

лише від’ємними геометрично розподіленими стрибками, тобто кумулянта якого має 

вигляд

K(z) =  A , - 1 )Р іМ  + А„|(І - В)(гІ - В )-1 - І]+

ж>0

+ N ^ > *  - Щ х )  + Q,
ж>0

або

Κ (ζ) =  Λ ,Ιρ ^ ζ )  - I] + Л2((І -  В )(гІ - В )-1 - І] + N[fl>) -P] + Q.

Означення 1.4. Складний гратчастий процес Пуассона Z(t), заданий на ЛМ, назива

ється напівнеперервним зверху (знизу) якщо С  — 0 (В =  Oj, тобто додатні (від’ємні)

стрибки процесу одиничні.

Введемо позначення деяких функціоналів для ξ(ί):

— функціонали, що характеризують екстремуми процесу на інтервалі [0; t] та їх допов

нення:

ξ+(ή =  sup ξ(ί), m  = m - e ( t y ,
0< u< t

Γ (f) =  * 4 , ^ ’ ^  =  №  ~0 < u < t

— функціонали, пов’язані з перетином рівня х Є Z+ U {0}:

т+(х) =  inf{ί > 0 : ξ(ί) > х}, 7 +(х) = £(т+(х)) - х;

т+(х) =  inf{ί > 0 : ξ(ί) > х}, 7 +(х) = £(т+(х)) - х;

— функціонали, пов’язані з перетином рівня х Є Z “ U {0}:

т~(х) =  inf{ί > 0 : £(t) < χ}, Ί~(χ) =  х — ξ(τ~(χ)).

Також введемо позначення розподілів екстремумів:

Р{£+Ш  = х} =  ||Ρ{ξ+(^ ) =  .X, χ{θ») =  г|х(0) =  fc}|| =  р+0),

Р{£(0») =  = Рх (s)> z є Z+;

р { Г ( ^ )  = χ }  =  Р~(з), Р{1(0*) =  χ} =  P i(s), ж Є Ζ “ , Ρ{ξ(θ3) = х} =  р x(s), х Є Z. 

Ρ { ί+(^ ) =  0} =  р+00, Р { Г ( ^ )  =  0} =  р_(з),

Р ( Ш  = 0} = р-(в), Р{|+№ ) = 0} =  p+(s).

P+(s,x) =  P{£+(#s) < χ} =  ||Ρ{ξ+(^ )  < X, χ(θβ) =  r|x(0) =  k} II,

P +(s,x) =  Ρ{ξ(0β) < x}, Ρ ~{s,x) =  Ρ{ξ~(θ3) < χ}, P _ (s, χ) =  Ρ{ξ(0β) < χ·}, 

P(s,x) =  Ρ{ζ(θ8) < χ}, P(s,x) =  Ρ β - P(s,x).

q+0) =  P s - P+(s), q _0 )  =  P s - p_(s), 

q+(s) =  P s - p+(s), q"(s) =  P s - p-(s). 

їм відповідають матричні твірні функцій:

g(s,<z) =  Ег^6̂  =  \\E[ẑ e‘\ χ(θβ) =  r|x(0) =  k}\\,

g+(s, z) =  Ezi+(Ss), g_(s, z) =  Ezr  (0s),

g+(s, z) =  E z^ffs), g~ (s, z) =  Ε/^(θ·,').

Для функціональних послідовностей {Rx,x =  0,±1,±2,...} введемо поняття кілець, 

розширених кілець і відповідних півкілець та їх проекцій. А саме, позначимо кільце 

твірних функцій R(z)

+оо +оо

L  : {R(z) =  ZXR X, ^ 2  І R *  l <  \z\ =  1 }

x= — oo x= —oo

із операцією "множення" типу згортки та звичайною операцією додавання, а розши

рення кільця L —

Lx : {І ± R(z) =  Ri(-z), det R i(z) Φ 0}.

Аналогічно позначимо підкільця на півосях та їх розширення

L± : |к±(г) =  ^ SR* J  «L f ; ( І  ~ R±(*), det [І -  R ±{z)} φ  0},

які допускають аналітичне продовження на |z| > 1 (|z| < 1) R ^ z )  Є h f . Визначимо 

також операції проектування:

+оо —оо

[Й(г)]+ =  P-W l- =  Σ
х=1 х——1

+оо 0

[Й(г)К = [Й-(г)]“ =  Σ
x=0 x=—oo

R(z) =  [R(2)]+ + [Й(г)]°_ =  [R(z)]_ + [R(z)]°+.

В подальших викладках для спрощення позначень інтегральних та твірних перетворень 

перетворень будемо користуватися відповідно показниково та геометрично розподіле

ними випадковими величинами θ8, νε:

P{9S > t} =  e~st, s > 0, t > 0,

P{yE =  k} — (1 — e)ek, 0 < є < 1, Λ: =  0,1,2,. . .

Після застосування інтегрального перетворення Лапласа-Карсона по t до gt(z) та Ρ(ί) 

отримаємо
г+оо

g (s, z) =  s e~stgt(z)dt =  E z^618-1 =  s(sl — K (z))-1,
J  0



Г-t-OO
Р 6 = 5 / e~stP(t)dt =  ф і  - Q)-1. (1)

Jo

Важливим методом дослідження твірних перетворень розподілів граничних функці

оналів є метод, заснований на факторизаційному розкладі g(s, ζ) і визначенні цих пере

творень у термінах факторизаційних компонент. Має місце матричний аналог основної

факторизаційної тотожності (о.ф.т.), яка внаслідок некомутативності компонент є дво

їстою.

Лема 1.1. [2] Для двовимірного процесу Z(t.) при s > 0 має місце матрична о.ф.т. на 

\z\=l

g(S ζ) =  Εζ«'·> =  (  (2}
g( ' > ( g- (s ,z )P ;lg+(s,z). W

Надалі будемо позначати

T±(s,x) =  E[e-ST±(X), τ ^ χ )  < oo] =  ||E[e~ST±{x\ x ^ x ) )  =  r|x(0) =  k]||,

T*(s, x, z) =  E[e~sr±(x)z7±(l), r ±(x) < oo] = II£[e~sr±(l)z7±(x), x (t±(x)) =  r|x(0) =  fc]||,

4-00

Τ*(β ,ε,ζ) =  (1 - e ) ^ e xT+(s,x, z) =  E[e_ST+(l'£)z7+(l'£), τ+(νε) < oo],

x=0

беручи до уваги, що генератриси τ±(χ) розглядаються на ланцюгу у* =  х(т±(х)), від

повідно. Необхідно зазначити, що множина значень ланцюга х(т±(х)) може звузитися 

за рахунок недосяжності рівня х > 0 (х < 0) процесом £(ί). Тому будемо накладати 

наступну умову

Ук Є Е : Р{у* = к}>  0.

Зв’язок між розподілами ξ±(θ3) та генератрисами т±(х) визначають наступними спів

відношеннями:

P{£+(0S) > x} =  E[e-sr+W, т+(х) < оо]Р, =  Τ ί (β,χ )Ρ „  (3)

Р {Г (0 .)  < x} =  E[e_sr_(x), т~(х) < oo]Ps = T ;(s ,x )p s.

Лема 1.2. [4] Для процесу Z (t) пара функціоналів {г+(х), 7+(х)} зв’язана з ξ+{θ8) 

наступними співвідношеннями:

Tt{s,x ,z)  =  Е[з*+М - Х, ξ+(θ3) > x}(g+(8,z))-\

T*(s, ε, ζ) =  ^  _ £)£ ~(g+(s,z) - g +(s^))(g+(s,z))_1. (4)

Співвідношення (4) називається другою факторизаційною тотожністю (2 ф.т.).

2 Ком поненти  факторизації

У випадку (С) в роботі [2] були отримані уточнення компонент факторизації (2) для 

напівнеперервних процесів, а для майже напівнеперервних процесів в [7]. Розглянемо 

далі аналогічні результати для майже напівнеперервних процесів на ЛМ, але у випадку

(L) .

Теорема 1. Для майже напівнеперервних зверху процесів генератриса та розподіл 

ξ+(0β) визначаються співвідношеннями:

g+(s, ζ) = (I -  Cz)[I -  z ; 1z]-1p+ w, (5)

Pt(s) = (I - cz,)z;*p+(s), x є z+, (6)

p +(s) = ( I - Z ; 1) ( I -C ) -1P,; (7)

для \{Qa) маємо:

g~(s,z) =  P s(p+(s))-1([g(s,z)]°_

+q+(s )P ;1(I - C)z(I - Cz)-1E[C li(0s)l - ZW°\ ξ{θ3) < 0]), (8)

p~x (s) = P s(p+(s))~1 (px(s) + (C - Z ; ' ) С х~1Е[СМв·", ξ{θ.) < x]), x Є Z~ U {0}, (9)

де Ζ ; 1 = q+(s )P ;1 + P+(s )P ;1C.

Доведення. У (4) переходимо до границі при ε —ї 0. Внаслідок чого отримуємо наступне 

співвідношення для g+(s, ζ)

g+(s, ζ) = (I - T* (β, 0, z))_1p+(s). (10)

Розглянемо для майже напівнеперервного зверху процесу множник (І — T^(s, 0, z))-1. 

Віднімемо від нього одиницю та виконаємо наступні перетворення:

(І - т + м ,2))-‘ - І = (І - T iM Jp .M )- 1 - І = T+(s,0)p,(z)[I - T^s.OJp.fz)]-1 

= Ti(s, 0)(І - C)z(I - Cz)-‘[I - T :(s,0)(I - C)z(I - Cz)-1]-1 

= T i(j,0 )(I - C)z[I - Cz - T :(s, 0)z + T :(S,0)Cz]-‘

= Ti (s,0)(I -  C)z[I -  (Ti(s, 0) + (I -  Ti (s,0))C)z]-1.
Позначимо через Z j 1 =  (T+(s, 0) + (I — T^(s, 0))C. З врахуванням умови (3) вираз для 

Z ^1 можна переписати у наступному вигляді Z~x =  q+(s)Ps'1 4- p+(s)P~1C. Згідно з 

умовою (3) підставивши Z J1 отримаємо

(І - Т ; (5,0, г))-1 = q+(s)P;1(I - C)z[I - Z ; 1̂ 1 + I. (11)

Підставляючи (11) в (10) отримаємо (5). Обернувши формулу (5) по ζ отримаємо (6).

Формулу (7) отримаємо як розвязок матричного рівняння із Z J1. Формулу (8) можна

одержати із (2), підставляючи представлення для g+(s,z), та застосувавши операцію 

проектування на [ ]°_. Співвідношення (9) може бути отримане обертанням (8) по ζ. □



З попередньої теореми з врахуванням умови напівнеперервності зверху випливає 

наступний наслідок.

Насл ідок 2.1. Для напівнеперервних зверху процесів генератриса та розподіл ξ+{θ3) 

визначаються співвідношеннями:

g+(s,z) =  [І - Z~1z]~1p+(s),

p t ( s) = z ; xp+(s), х є z +,

Ρ + (5 )  =  ( Ι - Ζ ; 1) Ρ α.;

для ξ{θ8) маємо:

g~(s, z) = P s(p+(s))-\[g{s, 2 )]° - Z71z[g(s, г)]_),

Px (s) =  P.(P+(s))_1(Px(s) - Z71p I _i(s)), x e z - u  {0}, 

де Z ; 1 = q+(s)P71.

Теорема 2. Для майже напівнеперервних зверху процесів генератриса та розподіл ξ(θ3) 

визначаються співвідношеннями:

g + ( s , z )  =  p + (s ) [ I  -  Q 7 l r ] - l a  -  С г ) ,  (1 2 )

P i(s) =  p+(s)Q;*(I - Q ,C], I  e Z +, (13)

p +(s) =  P ,( I -  C )" ‘ (I - Q ; 1);

для ξ~(θ3) маємо:

g-(s,z) = ([g(s,z)]°

+ E[CΙ«β·)Ι - ξ(θβ) < 0] · (Cz - I)~l C z ( I-  C-1Q71))(p+(.s))-1P s, (14)

p~(s) =  [p7(s) + E [ C ^ I, ξ(0.) < x] · C*-X(C -  Q71)](p+(S))-1P s, x Є Z" U {0}, (15) 

де Q71 =  P~1q+(s) + C P ; 1p +(s).

Доведення. На основі стохастичних співвідношень для rfc“ (x), (х Є Ζ_ U {0}), де нижні 

індекси означають початкове значення x(t) та значення x(t) в момент досягнення рівня

х відповідно (х(0) = к, х(т~(х)) =  г). Треба зазначити, що розглядаються тільки ті

траєкторії процесу, для яких т~(х) < оо

Сі. СІ4 < *. fi < й;

— / \ _·_ Скі Хкг <  X) Cfc >  Скі

т‘ “ І fi + τζΛχ - ω .  i!k) > z. fi < G;
l Cfc + - Xfcj), Xkj >x, Cfc > Cfc, (®(Cfc) = i)·

На основі цих стохастичних співвідношень виводимо рівняння 

T*kr(s,x) =  E[e~ST±{x\ x (r£ (x)) =  r|x(0) =  А:]

/*+oo x—l

= \k /  e ~ ^ +n̂ d y  Σ  Ρ{ξ, =  1}
J  0 ,i= —00

p ~Ь 00 ж—1

+ nfc /  e-(e+A*+nfc>1'di/ V  pfcrP{xfcr =  1}

1= —00

/* + 00 +00
+ Afc / e-(a+A*+nfc)!/<fy ν '  = /}

^  l=x

(16)

ΊΊ n J f .  QQ - f  - OO

+  Пк Σ  /  =  /} .

.7 = 1 Jo 1-х

Запишемо (16) в матричній формі:

χ —1 +оо

(si + Λ + N )T “ (s,χ) =  £  (A p (0+ N f(i)) + ^ ( A p ( 0 + N f ( 0 ) T ; ( s , i- i ) .  (17)
l=  — oo I =x

Застосовуючи до (17) твірне перетворення по х Є Z_ U {0} та врахувавши умову майже 

напівнеперервності зверху, отримаємо

( Л  -  K ( 2 ) ) T ; ( s ,  z ) =  - І - [ - Л 2( р 2 ( z )  -  I )  -  N (f(2) -  Ρ ) ]
z — і
—Λ Χ(Ι — С)г(І — C2)_1T7 (s, С - 1), (18)

о

f ; ( s , z ) =  Σ  zxT~(s, χ) =  (I “  g-(s> 2)P 71)·
x =  — OO

Підставляючи в (18) останнє співвідношення та (1), отримаємо

(si - K(z))g_(s, z) = [si + Λ χ(1 - z)(I - C z)_1g_(s, СГ1)]. (19)

3 (19) після врахування другого співвідношення (2), одержимо,

g+(s, z) =  PS[I + AlS~l (l - z)(I - Cz)_1g_(s, C-1)]-1. (20)

Після граничного переходу при z —> 0 в (19), отримаємо

p+(s) = P S[I + Л і5- ^ _ (5, C-1)]"1. (21)

Підставляючи (21) в формулу (20), одержимо (12). Після обертання (12) по z випливає 

формула (13). Використовуючи (12) та другий рядок (2), отримаємо, попередньо засто

сувавши операцію проектування на [ ]°_, співвідношення (14). Формула (15) виводиться 

з (14) за допомогою обертання по 2 . □



З попередньої теореми, з врахуванням умови напівнеперервності зверху, випливає 

наступний наслідок.

Насл ідок 2.2. Для напівнеперервних зверху процесів генератриса та розподіл ξ(θ3) 

визначаються співвідношеннями:

g+(s, z) =  P + ( s ) [ I  - Q J 1̂ ]-1,

Px(s) = p +(s)Q ;x, x є z +,

P+(s) =  P s( I - Q ; 1);

для ξ~{θ8) маємо:

g-(s, ζ) =  ([g(s,z)]° - [g{s,z)]_Q;1z)(p+(s))~lP s,

Px(s) =  (p,(s) -P ,_i(e)Q ;1)(P+(e))-1P., ® є z -  U{0}, 

де Q ; 1 = P~1q+(s).

Нехай Z(t) =  {£(£), x(t)} — майже напівнеперервний знизу процес, тоді Z\(t) = 

(ξι(ί), х\(ί)} =  {—£(£), x(i)} є майже напівнеперервним зверху. Використовуючи на

ступні співвідношення між генератрисами екстремумів процесів Z(t) та Z\{t) та їх роз

поділів:

gT(s, z) =  g±(s> z~1)’ ST(S> z) =  z_1),

PT(s) =  PL(S). P*(s) =  P f(s)>

qT(«) = q±(s), qT(s) = qf(s)>
p*(s) =  (P-x(5))i, f£ ( s) =  (p:*(s))i, p ;(s) =  (pix(s))b

можна отримати твердження про уточнення компонент факторизації (3) для майже 

напівнеперервних знизу процесів.

Теорема 3. Для майже напівнеперервного знизу процесу, заданого на JIM, мають місце 

наступні представлення для генератрис екстремумів та їх розподілів: 

для ξ~(θ3) маємо:

g_(s,z) =  (z l — B )(z l — Zs)~1p_(s),

p-(s) =  (I - BZ71)Z7*p_(s), * Є Ζ ",

p_(s) = ( I - Z s) ( I- B )- 1P s·

для ξ(θβ) маємо:

g+(s,z) =  P s(p_(s))_1([g(s,2)]°

+ (B - ZS)(B - I z y ' E i B ^  - 2 « 4  ξ(θβ) > 0]),

p+(s) =  P s(p_(s))~1 (px(s) + (В - Z .)B — ^ [ B ^ · ) ,  ξ(θ3) > x]),

де ХЄ  Z+ U {0}, Zs = q _ (s )P j1 + p _ (s )P ;1B; 

для ξ(θ3) маємо:

g~(s,z) =p- (s )[z l-  Q s]~1(z l — B),

р;(я) = p~ (s)Q r(i-  Q ;'B ), χ € ζ-, 

p-(s) =  P . ( I- B )- l (I-Q .)·,

для ξ+(θ8) маємо:

«+(*>*) = ([g(s,z)E 

+Ε[Βξ*0’ ’ -  2« « ,  £(«.) > 0])(B — ζΙ)~ι(Β  - Q ,))(p-(s))- 'P„  

P i(s) =  (P ,(S) + Ε[Β««·>, ξ(θ.) > x])B— '(B - Q .))(p - (s ))- 'P ., 

де x € I *  U {0}, Q , =  P ; V ( s )  + B P ; ‘p-(s).

З попередньої теореми випливає наступний наслідок.

Наслідок 2.3. Для напівнеперервних знизу процесів генератриси екстремумів та їх 

розподілів визначаються співвідношеннями:

для ξ~(θ8):

g_(s, z) =  z[zI  - Zs]_1p_(s),

P7(s) =  z 7XP-(S), а: Є Z", 

p _ (S) =  ( I - Z , ) P e;

для ξ(θ„):

g+(s,z) = P s(p_(.s))”1([g(.s,2)]° - Zs2-1[g(.S,2)] + ),

Px (s) =  P s ( p - ( s ) ) ^ ( p x(s) -  zspx+1(s)), x Є Z+ U {0},

де Z^ = q_(s)P~1; 

для ξ(θ„):

g~{s, z) =  p “ (s)[2l  - Q J _12 ,

P7(s) =  P-(s)Q7*> x e Z-, 

p - ( s ) = P e( I - Q e);

для ξ+(θ3):

g+(s,Z) =  ([g(s,2)]° - [g(s,2)] + 2“1Q A.)(p“ (5))~1P 5,

Px (*) =  (Px(s) - Px+1(S)Q S)(P_ (S))_1PS» X e Z+ U {0}, 

де Q s =  P j 1q“ (s).
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Gerich М. Clarification of basic factorization identity is for the alm,ost semi-continuous latticed 

Poisson processes on the Markov chain, Carpathian Mathematical Publications, 4, 2 (2012), 

229-240.

Let {£(£),z(i)} be a homogeneous semi-continuous lattice Poisson process on the Markov 

chain. The jumps of one sign are geometrically distributed, and jumps of the opposite sign 

are arbitrary latticed distribution. For a such processes the relations for the components of 

two-sided matrix factorization are established. This relations define the moment genereting 

functions for extremumf of the process and their complements.

Герич М.С. Уточнение основного факторизационного тождеста для почти полунепре

ривних решетчатих пуассоновских процессов на цепи Маркова // Карпатские математи- 

ческие публикации. — 2012. — Т.4, №2. — С. 229-240.

Пусть {ξ{ί),χ{ί)} — почти полунепрерьівньїй решетчатьій однородньїй пуассоновский 

процесе на цепи Маркова. Скачки одного знака для ξ(£) геометрически расгіределеньї, 

противоположного знака — имеют произвольное решетчатое распределение. Для таких 

процессов установленим соотношения для компонент двусторонней матричной фактори- 

зации. Зти соотношения определяют генератрисьі зкстремумов процесса и их дополнений.

УДК 517.98

Д м и т р и ш и н  М.І.

ТЕНЗОРНІ Д О БУТКИ  А БСТРАК ТН И Х  ПРОСТОРІВ БЄСО ВА

Дмитришин М.І. Тензорні добутки абстрактних просторів Бєсова // Карпатські мате

матичні публікації. — 2012. — Т.4, №2. — С. 241-246.

Доведено інтерполяційну теорему для тензорних добутків абстрактних просторів Бєсо

ва, асоційованих з замкненими операторами в банахових просторах, та показано її засто

сування до проблеми апроксимацій елементів тензорних добутків банахових просторів.

В с т у п

У праці [3], користуючись векторами експоненціального типу (див. [4]) замкненого 

лінійного оператора в банаховому просторі, визначено і досліджено поняття квазінор- 

мованого абстрактного простору Бєсова, асоційованого з довільним таким оператором. 

Показано застосування абстрактного простору Бєсова до проблеми апроксимацій еле

ментів банахового простору векторами експоненціального типу заданого замкненого 

оператора. У цьому зв’язку слід відзначити також праці [2, 5].

У даній статті показано, що тензорний добуток абстрактних просторів Бєсова є 

проміжним інтерполяційним простором між тензорним добутком просторів векторів 

експоненціального типу замкнених операторів і тензорним добутком банахових прос

торів, на яких визначено відповідні оператори. Встановлено нерівності, які оцінюють 

відстань від заданого елемента тензорного добутку банахових просторів до підпростору, 

що визначається тензорним добутком просторів векторів експоненціального типу.

1 О з н а ч е н н я  і п о п е р е д н і  в ід о м о с т і

Нехай {Xj, 11-Цї., } ·=1 — скінченний набір банахових просторів над полем комплекс

них чисел C, <8>jXj =  . .® X j — їх тензорний добуток, на якому задаємо проективну

норму

N

INI®/*, = inf, . Σ  \\χ1Λχι · · · · · ΙΙχηΙΙ*,,
» = Σ „ β / ^ Π ί
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де inf береться по всіх зображеннях елемента w Є ®JjXj у вигляді суми w — Σ ®jxh
ті— 1

із скінченним N, х{ Є Xj і ®/х£ =  х\ ® ■ ■ ■ <8> х і є Поповнення простору у

проективній нормі позначимо через =Хі<8>... ®Xj.

На просторі Xj, j  =  1 розглядаємо необмежений замкнений лінійний оператор 

Aj : T>(Aj) С Xj —> Xj із щільною областю визначення V(Aj). Для будь-яких чисел 

Vj > 0, 1 < Pj < оо визначимо банахові простори цілих векторів експоненціального 

типу оператора Aj

ε%(Α,) з  {<■ є ν (Α ,) : м # ш  =  ( Σ  "V —

£U(Aj) =  I * Є V{Aj) : \\χ\\ε%{Α ) =  sup 
I kez+

Розглянемо об’єднання £Pj(Aj) =  \JV >0 £pj(Aj), на якому задамо квазінорму 

Μ εΡ](Αί) = INU, + in f  {Vj > 0 : x Є €%(Aj)},

і побудуємо тензорний добуток <gij£Pj(Aj) =  ε ρ ι (Α ι )  <S> ■ ■. <8> £PJ(A j) з проективною ква- 

зінормою

N
\W\®JSpAAj) — in f . ^  у \Χη\εΡ1(Α\) · · · · · іЖпі£Р7(Л./)·

™=Έη®1χη n=1

Поповнення простору <8>j£Pj(Aj) у цій квазінормі позначимо через <8>j£Pj(Aj).

Для 0 < g < оо, 0 < Θ < 1, 0 < ί < оо, використовуючи позначення праці [6], 

визначимо інтерполяційний простір (<8>j£Pj(Aj), <S>j X j)9q з квазінормою

(®j (А?

де K,(t,W\®jSpj{A j),® jX j) — inf (Д)  ̂ ’ u ^ ^Pji^j), V ^  ®jXj·
W — U~rV J rj J ' J J

Для чисел 0 < a < o o i 0 < T j < o o  визначимо апроксимаційні простори між квазі- 

нормованим підпростором £Pj(Aj) і банаховим простором Xj

ВР і,т М з) =  {Х Є Х 3 ■ \χ \B°.tT.(Ai) <  о о} ,

із квазінормою

/  ЛОО Jf\  ^ !т3

J  (ГБрЛ^У’т )  '■ 0 <тз < 00’

sup taEPj(t,x) : т,· =  оо,

де EPj(t , x) =  inf ||x - α|| ,̂ а Є £Pj(Aj), x Є Xj. Простір (Л̂ ·) назвемо абстра-
3 l“ l Sp^ A j)< t

ктним простором Бєсова [3].

Нехай 0 < Θ < 1 і Щ ] Т]{А3)\° позначає простір . (A j), наділений квазінормою 

βα τ.(^)) а (Аз)]° — тензорний добуток з проективною квазінормою

N

N®]ів? (Лі)]° = ω- Σ  ηи,) · · ■ ■ · Ι*ηΙβρν,(Α,),
η=1

^ Jj[Bp. Tj(Aj)]9 — поповнення простору <S)j[BpjtTj(Aj)]e у цій квазінормі.

2 О сновн і р е з у л ь т а т и

Теорема 1. Нехай 1 < Pj,q,qj,Tj < оо, 0 < Θ < 1. Тоді при т, = #<х,, 6і = — —̂  і
а  + 1

виконується така рівність

= ®;[е?„Т)(л)]"· (і)

Доведення. Покажемо, що

(® J  £ p j  ®  3 ^-з) e,q =  ( £ p j  ( А 3 ) > ’ (2 )

де (£Pj(Л^),3£j)6? — інтерполяційний простір з квазінормою

; dt\l l4j
•Т

(£р.(л ,) ,^ )9ч (/0  ̂)

}C(t,x,£p.(A j),X j) _inf (\χο\ερ (Aj) “Ь  ̂ll̂ -i ll^j) j £ £p3 (Л̂ ·) , xj Є Xj.
x—io t x i  j

Дійсно, оскільки

IC(t, w, <*-’£P](Aj)· ^ з х з) =  J £ +v (Η ^ ε ^ Α ,)  + 1 ll^lle/*,)

=  ^  j , J ni3 і ^  j j \ J n f , , - Σ ΐ " " ^ . ^ ) · · · · · ! ^ ^ )
Σ „ » /4 = Σ „  «η+Ση νη \«=Ση®/“η n=1 

N

+ , - ^ Σ » « 4 Ι « . - · · Ι Α ,

|M” k' J + ί ^ Ι Ι ”" |Ιϊ1

N

■ F n  Xj

£ ( K k , M . )  + H l - i l k . ) ··■ + r i k i k )
n _ j  J-n — an ^ un xn~u n+ vn

N
=  Е ^ У М Л М )  ■ ■■■ · IC(t , x ^ £ p j (A j ) , X j ), t j  =  t,

7 1 = 1



то, використовуючи нерівність Юнга, маємо

NГ°° пі Г°°
/ [ r eIC (t,w ,»Jj eri(Aj ),S ,jX i ) Y r  і  J T ,  [τ“ω Κ(τ,χ1;£ρ1(Λ ),ί ,) ·

Jo ίί — I JO

N oo

... · JC(r,xJn)8Pj(Aj),Xj)]q— < j ] T  ( ί  [τ^^τ,χΙ,ερ^Α^,Χχ]}41̂ -)
T n = l J °

" ( /  [г~е£ (г’^ £ р Л А / ) > ^ ) Г у ) ' > ^ ~ 1 = Σ ( ~ _ 1 )·

Тому 

Iu/
>Jj £Pj(Aj)'®Ji*j)e,4 χν=Σ,η ®/*І ^   ̂ ^

тобто

звідки випливає вкладення

®j {£pj{Aj),Xj)e q. C (®j £pj{Aj)i ®j %j)e,q’ ^

З іншого боку, використовуючи інтерполяційні нерівності

Χ̂ \ερ^ ) , χ 3) θ<ι -  0̂ Ι χΙ^%3·)ΙΙχΙΙ̂ ·’

/C(i, w\ ® j£Pj(Aj), ® jX j) < ce<qt ° \ w \ >w e (®j£pj(-Aj),®jXj)0 ig, (4) 

та нерівність Гельдера, маємо

N

(£*i(Ai),Xj)ltqj w=j2n®JxJn Σ  I "Ι(£Ρ1(Λι),ϊι)β 4ι I

N

-  j ■ · · · ■
„=і

JV N

inf f  У "  ІжпІ£Р1(Лі) · · · · · Σ  IknIUi · · · · · IknIU j)
"=Σ„®/*ην η=1 Τί=1

<  c ;iq. t - 'W , w ; ® }£PJ( A j ) ,® lX j )  <  C ^ > \ ( ^ £pj{A})^ . Xj) gq

для w =  T ,n= i® jxi  є таких, що Є £РДА,·). Оскільки простір

€Pj(Aj) щільний в просторі (^Pj(-<4j),^j)e , то

M - J
1 ®J

для всіх w Є {®j£Pj(A j) ,® j£ j)e · Звідси отримуємо

^ε,Μί)’®ί*ί),Λ с »-(ги(^).ж,) (5)з

Із вкладень (3) і (5) випливає рівність (2).

Згідно з теоремою 7.1.7 з книги [1], справедливий наступний ізоморфізм квазінор- 

мованих просторів

К ,т ,- ( А / ) ]  =  ( £ р Л А з ) ^ з ) є ,Чі ' \X \B*.'T.(A j) ~  ^

де Tj — Oqj і Θ — ----. З рівностей (6) і (2) отримаємо рівність (1). □
а  + 1

Теорема 2. Існують такі числа C\(a,Tj), с2(а, Tj), що виконуються нерівності

E(t,w) < α ,Γ °Π °.УІ% Гі(Лі)Г w € ф ^ А ї ) ] ’ ’ (7)

Μ ίί№ ,, .Η ,) ] ·  £  w € ® Χ ( Α ) .  (8)

де E(t,w) = inf ||tu — u \\,j y  , u Є ®jSPi(Aj), w Є
'“U /t , , .* , ,3  ” J ' ’

Доведення. Згідно з теоремою 3.11.4(b) з книги [1], для деякого додатного числа с маємо 

ИлаУс XAJ» 'і < c|tw|V}® ||ш||® , ,  ги Є <gb£p (Ді). З цієї нерівності та рівності

(1) при α =  (1 — 0)/# випливає існування такої константи сі > 0, що виконується 

нерівність (8).

З інтерполяційної нерівності (4) та рівності (1) випливає існування такої константи 

с0 > 0, що

/C(f, w, €Pj(Aj), Xj) < c0t°\w\®J[B?j r̂ Aj)]9, w Є <8)j [B%iiTi(Aj)}°.

Покладемо /Coo(i, w: ^ ε„Λ Α Λ , <8υ3£,·) =  inf max {IuL./,, , . 4, ί||ΐί|| = j. Оскільки
j  r j \ J J '  K Q9,· (/ i9-) " " 0 Xj J

fcoc <  K-, ТО

< c0 te\w\̂j 9, w e ® j[B cf' r iAj)]*. (9)
J ‘ Pj > Tj v J > J

Згідно з лемою 7.1.2 з [1], для кожного t > 0 існує таке s > 0, що /Coo =  s і £(s+0, w) < 

s/t < E(s — 0,w). Звідси та з нерівності (9) маємо

s1 e[E(s,w)}° < c0\w\̂j[b̂  r̂ Aj)]e, w Є ®J][B«]Tj{AJ)}<·

При α =  (1 - θ)/θ отримуємо saE(s,w) < c"+1| |̂“+ ^  ̂ (̂ )]9, w Є ®/[B“ ,τ. (Λ)]θ·

Покладаючи cx =  cj+1, отримуємо нерівність (7). □
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Dmytryshyn М.І. Tensor products of abstract Besov spaces, Carpathian Mathematical Publi

cations, 4, 2 (2012), 241-246.

We prove the interpolation theorem for tensor products of abstract Besov spaces, asso

ciated with closed operators in Banach spaces and show its application to the problems of 

approximations of elements of tensor products of Banach spaces.

Дмитришин М.И. Тензорние произведения абстрактних пространств Бєсова // Карпат- 

ские математические нубликации. — 2012. — Т.4, №2. — С. 241-246.

Доказана иптергіоляционная теорема для тензорних гіроизведений абстрактних прос

транств Бєсова, ассоциируемьіх с замкнутими операторами в банахових пространствах, 

и показано ее применение к ироблеме аппроксимаций злементов тензорних произведений 

банахових пространств.

УДК 517.524

Д м и т р и ш и н  Р .І.

БАГАТОВИМ ІРНЕ УЗАГАЛЬН ЕН Н Я <7-АЛГО РИ ТМ У БАУЕРА

Дмитришин Р.І. Багатовимірне узагальнення g-алгоритму Бауера // Карпатські матема

тичні публікації. — 2012. — Т.4, №2. — С. 247-260.

Побудовано алгоритм розвинення заданого формального кратного степеневого ряду 

у відповідний багатовимірний (/-дріб з нерівнозначними змінними та встановлено умови 

існування такого алгоритму.

В с т у п

В аналітичній теорії неперервних дробів та їх багатовимірних узагальнень — гіл

лястих ланцюгових дробів — вивчаються функціональні дроби, які використовуються 

для дослідження голоморфних і мероморфних функцій. При побудові таких дробів, як 

один із методів, використовують принцип відповідності 112, с. 148-1G0|. У результаті 

отримано різні типи функціональних неперервних дробів (див. [12, с. 220-283]) та їх 

узагальнення [1, 2, 3, 4, 5, 9, 10, 7, 8, 11, 13, 14]. Одним із таких узагальнень є багато

вимірні д-дроби з нерівнозначними змінними [2, 3, 4, 7, 9, 10]. У даній статті побудовано 

алгоритм розвинення заданого формального кратного степеневого ряду (ФКСР) у від

повідний багатовимірний fl-дріб з нерівнозначними змінними, який є багатовимірним 

узагальненням (/-алгоритму Бауера [6], і встановлено необхідні та достатні умови його 

існування.

1 В ід п о в ід н іс т ь

Нехай РТПп(z), Qin(ζ) — багаточлени степенів mn і Іп відповідно, п > 1, де ζ = 

(ζι, z2, . . . , ζΝ) Є CN, N e  N, причому Qin( 0) ф 0. Раціональна функція

ш  =
Qin \z)
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степеневий ряд, багатовимірне узагальнення g-алгоритму Бауера.



називається відповідною деякому ФКСР

L (z )=  Σ  (- l)|m(JV)lM Jv}zm(JV), (1)
\m(N)\>0

де m,(N) =  т і , т 2, .. ■ ,ΠΊ,Ν ~  мультиіндекс, m, Є Z+, 1 < г < iV, 0(iV) =  0,0, . . . ,  0, 

|m(iV)| =  τηι + m2 + · · · + mN, sm{N) Є R, zm^  =  z ^ 'z ? 2 ■ . . .  ■ z„N, z Є CN, з порядком 

відповідності i/n, якщо розвинення /„(z) у ФКСР збігається з L(z) за всіма однорідними 

багаточленами до степеня ип — 1 включно. Послідовність {/„(z)} є відповідною ряду (1), 

якщо

lim ип =  оо.
п —У ОО

Задамо множину мультиіндексів

Λ4 = {m(iV) : m(N) =  m i,m 2, .. . ,m w, mp Є Z+, 1 < p < N},

на якій визначимо покомпонентно арифметичні операції:

m(N) + n (N ) =  m i + пи т 2 + n2, . . . ,m N + nN, для всіх m (N ),n(N ) Є Μ ;

km(N) =  krrii,km2, ■ ■ ■, kmN, для всіх m(N) Є M  і для всіх к Є Ζ+. 

Розглянемо багатовимірний у-дріб з нерівнозначними змінними

's0 -so
yv

9Цк){1 -g i(fc- i))^ fc j  + ^ _______________Ді(і)гі-

fc=li* = l “ + &(2)(1 ~УІ(1)^г2

(2)

12=1 J <7г(3) (1 ~ 9i(2))z i3

. 1 +гз = 1

де So > о, г(к) = і і , і2, ... , ік — мультиіндекс, 0 < дцк) < 1, к > 1, 1 < г„ < гп_ь 1 < п < 

к, г0 =  N, 9ί(ο) =  0, z Є CN.

Нехай ег = (5Гд, ίΓ>2, ·. ·, fir,N — мультиіндекс, Sr s — символ Кронекера, 1 < r, s < N. 

Задамо множини мультиіндексів

X =  {г(к) : і(к) =  і і , І 2 , . . . ,ік, 1 < іР < іР-ь 1 < P < А:, к > 1, г0 =  JV},

= : і*к — еп + ЄІ2 Н-- Ь е ̂ -}
і відображення φ : X -)· І*, таке, що <р(і{к)) =  г£ для кожного г(&) Є X (можна показати, 

що відображення φ є бієктивне). Покладемо дик) =  <7?·, Є X, Є X*, і <7,(o) =  Де
fc U

ϊ* =  e0 =  0, 0 , . . . , 0. Тоді дріб (2) запишемо у вигляді

,  ^  ^  ‘f ; · 1 '  Ч  , ' z'> ’
i + D E - —

fc=lifc=l

(3)

де So > 0, q? -  0, 0 < q ? < 1, г*к Є X*, z Є CN.

Відповідність дробу (3) до ряду (1) означає, що розвинення кожного його n-го під

хідного дробу
/ \ s0 

9п{z) =  -
п-і «fc-i q ( i  _  д \z

1 k fc— 1 k

k= 1 %k — 1

у ФКСР збігається з даним рядом за всіма однорідними багаточленами до степеня п — 1 

включно, тобто ип =  п, п > 1.

2 А л го ри т м

Побудуємо та дослідимо алгоритм розвинення ФКСР (1) у відповідний багатови

мірний </-дріб з нерівнозначними змінними (3).

Нехай s0(дг) > 0 і

|̂ш(іУ)| Sm{N) ?τη(Ν)

«О (TV)

Д ео(2) =  J ]  ( - l ) l - v w , _ ^ z ··

|m(iV)|>0

Позначимо через

^ . < z ) =  Σ  ( - l ) |m<' ' , l s " ( W)2 " (" ) (4 )

|m(7V)j>0

ряд, обернений до кратного степеневого ряду Яео(ζ). Коефіцієнти ряду (4) однозначно 

визначаються за допомогою рекурентних формул

|m(/V)|

С (« ) =  -  Σ  ^ (Ю - К А Г )^ . ^  > 0, 1 <  І <  ЛГ, |т(ЛГ)| > 1. (5)
0(,,)

де Sq“n  ̂ =  1, причому s„°N) =  0, якщо існує індекс j, 1 < j  < N, такий, що rij < 0.

Ряд (4) за умов, що ψ 0, 2 < j  < N, запишемо у вигляді

N

Κ 0{Ζ) =  ΡβΛΖΐ) ~ E ^ zj R ej(z),
J

3=2

Де

seoГ i ̂ Іг(ТУ)! ej+r(N) r(N) 

se°
mi=0 |г(ЛГ)|>0 '

mj=0, 2<j<N  rt=0,j + l<i<N

P .M ) =  £  ( - i r ^ w r .  « . ,w =  Σ  (-1)1

Тоді

L(z) = --------  S°m
N

peAzi) - ^ se°zJReA z )
3=2

Послідовність



де φ{ν) — дійсна і монотонно неспадна функція з нескінченним числом точок росту, 

називається цілком монотонною відповідною нескінченному розподілу мас, якщо

Amsn > 0 , т  >  0, п > 0,

Де

Δ  Sn — Sn — s n+ l +  S n+2 — · ' · +  ( ~ l ) m  Sn+m  [17].

Нехай {sm(./v)}mi=o> m j  = 0, 2 < j  < N, — цілком монотонна послідовність відповідна

нескінченному розподілу мас. Тоді згідно з теоремою 4.1 [17] існують дійсні числа qj, ,

ip =  1> 1 < P < к, к > 1 такі, що 0 < &·. < 1, гр =  1, 1 < p < к, к > 1 і
к

(  /П \ \ — 1

Σ  (-ч
,έίο  s°m

rrij=  0, 2 < j< N

q-.{l-q-. )zx 
1 + J J  - і— ----— —

fc=l /
\ ір=1 , 1 /

де символ означає відповідність між рядом і дробом, q̂ , =  0. Звідси

к= 1
і р=1, 1

оскільки ряд РЄ1 (ζλ)  обернений до ряду

Σ  (-чт,;
шг=0 5°(^)

rrij=0, 2 < j< N

Sm (N )  m i 

Z1 ·

Коефіцієнти неперервного <7-дробу, відповідного формальному степеневому ряду, можна 

обчислити, використовуючи ^-алгоритм Бауера [6]. Згідно з цим алгоритмом q^.,ip =  1,

1 < р < к ,  к > 1 є  діагональними елементами qi®\ гр =  І, 1 < p < к, к > 1 ^-таблиці при
гк

h =  0

(1)

(0) qc 7 -

Ч+ її

(2)

^ 1}-
г;+^

(i)

•o+Jh y?2+/;

n(2)

(0)
q\ f.

l 3 + lh  ,η\

(6)

елементи якої визначаються за такими рекурентними співвідношеннями (правилами 

ромба)

(1 - <£> )(1 - «£> ) =  (1 - 9S*+V.)(1 - g£*+1) ,.), r > 0, η > 0,
*2r+l+Jh г2г + 2~*~3/і *2r+-?h г2г+1+-?/і

(n) (n) (™+l) (и + 1) \ 1 \ n

4? + 7*4 +7* =  4  + 7*4 +7*’ r  >  ^  n  >  °>*2r+?h *2r+l+Jh *2r-l+̂ h Z2r+Jh

(V

з початковими умовами

(n) n  (n) m (N )+ e i1+ejh і . . І , .

4 + 7 .  =  °> 9?.+ 7. =  — Λ ---------   \ щ Щ  =  т п  =  п ,  П  >  0 , (8 )
l0+3h *1+Jh J h ~ eih

Sm (N )+ ejh

причому
(n) s m{N)+eil  I / ΛΓΜ

gi, = ------- L, |m(./V)| =  =  n, n >  0.
5m(Ar)

Таким чином, можемо записати

s0(JV)
L(z)

00 or. (1 -  or. U i

1+ D -— 7*=*— Σ*5«ΛΛ·) 
fc=l j=2 

ip =  l, 1

ДЄ <£. = 0.

Нехай I — довільне натуральне число, 2 < / < N, і нехай

{м «)}” р0. щ  = 0, j  ф I, 1 < j < N

— цілком монотонна послідовність відповідна нескінченному розподілу мас. Тоді, згідно

з теоремою 4.1 [17], існують дійсні числа q~„, ір =  І, 1 < p < к, к > 1 такі, що 0 < ф, < 1,
І к гк

= U 1 < Р < к, к > 1, і

-і

пц=0
m j= 0 , іф і ,  l < j < N  \ ір=1 ,1< р<к

ОО 9 4 .( 1  —  f f f .  І - :Л

1+ D г'
fc=l

де = 0. Коефіцієнти q'~,, ір =  І, І < p < k, k > І є діагональними елементами q ij,&
‘ 0 ск ‘ А:

гр =  І, І < p < к, А: > 1 ^-таблиці (6) з правилами ромба (7) і початковими умовами (8)

при /і =  0. 

Оскільки

~ Sm (N )  =  =  9?*> =  1 ’ т І  =  °> j  ф  1 ^  з  <  N ’ h  =  1·,
К > «0 (JV) 1

то покладемо g-. = .

Таким чином, можемо записати, що

S0(N)
L( ζ)

00 <7r*(l~<?r* )^i

1+ D -— +
fc=l л=2

ip =  1,

де 0?. = o.
Нехай I — довільне натуральне число, 2 < I < N. Позначимо через

|m(iV)|>0 
ττΐχ=0, /+1<г<А^



ряд, обернений до ряду Rei(z). Коефіцієнти ряду (9) однозначно визначаються за допо

могою рекурентних формул при т і =  0, jh + 1 < і < N, |m(iV)| > 1, і j  ̂ = е;

|rre(7V)| Jh  ~eih

= _  У "  r(jV)+ê  ПО)
*m(JV) Z_^ rn(N)—r(N) 7*_e. ’ ViUj

|r(JV)|=i eeJk Jh

де s^JV) =  1, причому S^(7V) =  0, якщо існує індекс ρ, 1 < ρ < N  такий, що ηρ < 0.

Ряд (9) за умов, що s%1 ф 0, 2 < j  < І запишемо у вигляді

і

=  Pel+eA z\) - J ^ ^ Z j R e i+ e j i z ) ,

3=2

ДЄ

,se'
Pet+ei(z i )  =  Σ  ( ~ 1)m iSm(N)ZT ^  Я е 1+е » =  Σ  ( - 1 ) М " > І - Й ± ^ < " >

тх= 0 \r(N)\>0 Є
m.j=0, 2<j<N гг=0, j+l<i<N

Тоді Rei(z) запишемо у вигляді

я „ м  = ---------- r -----------.

Реі+еі (^1) ^  у SejZjPei+ej (z)
j=2

Нехай {Sm(JV)+ei}m1=0, =  0, 2 < J < iV — цілком монотонна послідовність відпо

відна нескінченному розподілу мас. Тоді згідно з теоремою 4.1 [17] існують дійсні числа 

^ .+Є(, <р = 1 , 1 < Р < * , * > 1  такі, що 0 < <7̂.+ej < 1, ір =  1, 1 < р < А:, А; > 1 і

Σ  (-»
5е°

т і  т (Я )+ е( т і  
------Z і ~

т і = 0  
m,j—0, 2<j<N

Sео 
e/

^ °° (1 - ^ .  +е> Л
j  _l_ ___________ l f c - i+ e i

i fe=1 /\ ip=l, 1 <p<k /

Оскільки ряд Pei+ei(zi) обернений до ряду

оо

Σ  <-»
ш  1 = 0  

rrij=0, 2<j<N

ТО

seoті m(N)+et уГП 1
Qeo z l ’
«->Є*

+Є> 1

ре,+еі(гі) ~ і + D  —  ^
1

k= 1 
ір=1, 1<р</с

Де Φ. , гр =  1, 1 < ρ < k, k > 1, є діагональні елементи qi, , гр = 1, 1 < р < к, к > 1,
г/с"̂Єі гк~̂~Єі

^-таблиці (6) з правилами ромба (7) і початковими умовами (8), при = et.

Послідовність {ап} називається ланцюговою, якщо існують дійсні числа дп, п > 0 

такі, що

0 — 9п—і 1) Яп(1 9п—і), η > 1.

Числа дп, п > 0 називаються параметрами ланцюгової послідовності {ап} [16, с. 79-86].

Для кожної ланцюгової послідовності {ап} існують мінімальні т п, п >  0 і макси

мальні МП) п > 0 параметри такі, що

(1п 77£η(1 77іп_ і) , CLn Tl 1,

i mn < #n < Mn, n > 0, для будь-якої іншої послідовності параметрів {gn} послідовності 

{α„}. Мінімальні і максимальні параметри обчислюються відповідно за формулами

7П0 = 0, 777,р+1 =

о,

β'ρ+Ι 

1 — 777-0

тп„ = 1 ,

·, тп„ <
4  = 1+ D  - f

1 Г=р+1
Р >  0,

причому, якщо існує індекс п + к такий, що ап+к =  0, А; > 0, то

п+к — 1

Мп = 1+ D  ^
r=n+1

Нехай II < η. < Met* < 1, де

= 1 D
fc=l 

гр = 1, 1<р</е

тоді

Pei(2l ) ~ l +  D
k= 1 

*p = l, l<p<fc
1

де коефіцієнти неперервного дробу визначаються за допомогою рекурентних співвідно

шень (див. [15]) при гр =  1, 1 < р < к, к > 1, і =  е/

Jh
Seh

J h - * ih  
ЄІ1 +ejh

+3h 1
q3'h 1 +  Se·. ^  Se5h e' h (1  +  s i) h ejh)

J  I

\+3h \+rh

(! - ^ .+J.) ( i - <4+J.) · · ■ · · (1 - j.)
l \+3h %2+3h l k - l+3h

1 — q->.
^  -----

Z—S (1 — a’
+Jh<?»2+Jh

(11)

, k > 2. (12)

-«ft (1 - w (1 -  W  W  /

Нехай i —- довільне натуральне число, 2 < t < I — 1 і нехай

{seom(N)+ei і rat}mt=0> m3 =  0, j  ф і ,  1 < j < N



— цілком монотонна послідовність відповідна нескінченному розподілу мас. Тоді згідно

з теоремою 4.1 [17] існують дійсні числа д'„ , ір =  t, 1 < p < к, к > 1 такі, що
гк~̂~Є1

0 < qL < 1 , iO =  t, 1 < p < k, k > 1 i
гІ+ЄІ 1 ~ — —

ce0 i

m t= 0 
m j- 0, j ^ t ,  1 < j< N

0eo t 
be<

1+ D
fc=l 

ip=t, l<p<&

gi (1 — gi·, )ζΛ  X +еЛ

-1

4 - i+ el

де gi·, = 0 . Коефіцієнти gl„ , L =  ί, 1 < p < k, k >  1 є діагональними елементами

ςψ} , ip =  t, 1 < p < k, k > 1 g-таблиці (6) з правилами ромба (7) і початковими
Ік+е1

умовами (8) при = ei.

Нехай 0 < де; < < 1, де

м<‘> = 1 + D
к=1 

ip=t, 1 <р<к

7 і
і*5+еі. 9?., - = 0.

Тоді

,е0

m t= 0 
rrij=0, j ^ t ,  1 < j< N

eeo 
’e(

V

-1

i+  D
«& + ,(!-«f: .+«>i'L l+ e!'

fc=l 
i-p—t, 1 <p<k /

де коефіцієнти неперервного дробу визначаються за допомогою рекурентних співвідно

шень (1 1 ), (12 ) при гр =  ί, 1 < p < /с, к > 1 , і j*t =  Є/.

Оскільки
„е°
Є(+ег

1 д е, ( 1  +  Se} )  s e i{So(N ) Sei)

S0{N)Sei+et -  s et _  ,

Qei+et i

— cel
ei 5 60 ei+ei s 0(N )s ei+ei Sei __ ,

(he
1 g e, S e ” ( 1  +  S e ? )  s e, ( s 0 ( iv )  s e ;)

то покладемо ge,+et =  ge(+et i g2e, =  g2e,. 

Таким чином, можемо записати

L( z)
S0(N)

N

Ji=2
+ Σ  ' M 1 - ^ * ) ^ % ( z )

J2 = 2

Д Є

<3j;(2i) — 1 + D 4 - , , h > 0, n > 0,

k= 1 
гр = 1, l<p<fc

причому ĝ . =  0 i j r φ 1, 1 < r < h, Є X*, якщо h > 1.

Обчислюючи далі коефіцієнти

6m(7V)’ т і =  °> ^  + 1 < ї < |m(iV)| > 1, j r φ 1, 1 < r < h, j*h Є I* ,

за допомогою рекурентних формул (10 ) і продовжуючи процес ітерації, за умов, що

{Sm(JV) }тр=0 і =  0, г ^ р ,  1 < p, І < N,

{•C(7V)+er }mp=0. т і =  0) і  Ф  Р> 1 <  Р <  Г -  1, 2 < r < N ,  1 < i < N ,

{ s m (N )+ ejh }mp=o > =  0, І ф р ,  1 < p < j h - 1, 1 < г < iV, j r φ 1, 1 < r < h , fh Є X*

— цілком монотонні послідовності відповідні нескінченним розподілам мас та

Sq(n) > о, Sê +1 ф 0, 1 < п < j h -  1 , j r Φ 1 , 1 < r < h, j*h Є X*, (13)

0 < g-. < Л4Г} < 1 , 1 < n < j h - 1, j r φ 1, 1 < r < h , f h Є X*, (14)
•'b

ip= n ,

g L ?>, ip =  П, 1 < p < fc, 1 < П < jh - 1 , k > 1 , jr φ 1 , 1 < r < /i, J*h є J *
fc J  h

є діагональними елементами

gi°!_7,, гр = η, 1 < p < k, 1 < η < j h - 1, k > 1, j r φ  1, 1 < r < h, j*h Є J *  
lk+3h

g-таблиці (6) з правилами ромба (7) і початковими умовами (8), для ряду (1) отримаємо 

дріб (3), де so =  s0(7v), ĝ v, ip — η, 1 < p < /c, 1 < η < iV, k > 1 є діагональними

елементами gi°\ ір =  η, 1 < p < k, 1 < n < N, k > 1 g-таблиці (6) з правилами ромба
lk

(7) і початковими умовами(8), при h =  0,

1 < *ι < jh - 1, j r φ 1, 1 < r < h, j*h Є X*,1 ‘'h

g^-n*, гр = гг, 1 < p < k, 1 < n < j h - 1, k > 2, j r φ  1, 1 < r < h, j*h Є X* 
fc Jh

визначаються за допомогою формул (1 1 ) і (12 ) відповідно.

Таким чином, побудовано рекурентний алгоритм обчислення коефіцієнтів дробу (3), 

якщо задані коефіцієнти ряду (1 ), який є багатовимірним узагальненням д-алгоритму 

Бауера [б].

Покажемо, що побудований багатовимірний g-дріб з нерівнозначними змінними (3) 

є відповідним ФКСР (1). Використовуючи співвідношення (7), (8) і (11), згортатимемо 

дп(z) при п > 1 .

При п =  1 маємо gi(z) =  s0. Оскільки

So- Σ  ( —l) |m(7V)lsm(iV)Zm(/V) =  Σ  (- l)|m(iY)lsm(N)Zm^ ,

|m(A0|>0 |т(АД)|>1



то <7i(z) ~ L(z), тобто порядок відповідності — 1 .

При п =  2 можемо записати

= -- = ---?Г---= Σ  (-1)|га(Л')ІМ»)^т(Л'> + 0(z2),

1 + Σ ^ .  № 0
Л = 1  j  1 = 1

де 0 (zp) — символічний запис деякого ФКСР найменший степінь однорідних багато- 

членів якого не менший ніж р, р > 2. Оскільки,

Σ  (- iy m^ S m{N)Zm^  + 0 (z2) -  Σ  (- l) ]m{N)lSm{N)Zm{N) =  0 '(z2),

\m(N)\=0 |m(JV)|>0

де 0 '(zp) — символічний запис деякого ФКСР найменший степінь однорідних багато- 

ЧЛЄНІВ ЯКОГО не менший НІЖ ρ, Р > 2, ТО 02 (z) ~ L(z), тобто 2̂2 = 2.

Згідно описаного вище узагальненого алгоритму Бауера дріб Qj.(zi) є відповідним
J h

ряду P j.+ei(zi), при h > 0, причому j r ψ 1, 1 < r <  /г, j*t Є J*, якщо h > 1. Порядок 

відповідності г/п = η + 1. Тому, при n > 3 i 0 < / t < n  — 3 дріб

с Г -.,(гі) =  1+ ” d ‘

Λ fc=l 
гр=1,

має розвинення в формальний степеневий ряд

4 ? ^ - ‘>(гі) =  £  ( - і Г ‘4 » ) гі"‘ + 0 (гГ '·),
т і—0

тг—0, 2<i<N

де O(zj) — символічний запис деякого формального степеневого ряду найменший сте

пінь багаточленів якого не менший ніж р, р > 3.

Тоді при п =  3 маємо

, X So so
c/3(z) = ------

TV /7_»  ̂ ^  се0 у .

« f f w  + Σ  (*> - Σ  — j f ^ -

я 2 1 + Σ  ~ %·>*» л 2 1  - Σ  * 4
І2 = 1 ' 32 = 1

2

___________f2___________=  V  i-nW W )l.........=  Σ  (—l) |m(yVtl5m|W)ZmiW) + 0 (z3),

eo p ( 2 )  |m (JV )| =0

Λ*
Л  = 2

ДЄ

η — 1

ρ',η) =  (—l)lm(JV)l т(у +е̂  zm(jv)+ 0(zn), j T φ 1, 1 < r < h, j*h Є J*, n > 2.

|m(JV)|=0 Se-;1
rrii=0, j h + l< i< N

Оскільки

(- l ) ]m{N)]sm{N)zm{N) + 0 (z3) - ^  (- l)|m(;v)lsm(iV)zm(7v) =  θ '(ζ3),

|m(./V)|=0 |m(7V)|>0

το g3(z) L(z), тобто u3 =  3.

Далі, нехай η — довільне натуральне число, п > 4. Тоді

( \ s0
Pn(z) =  ------- N

« Γ ’^  + Σ

r = 2 jr =2 4 ? ,  \Z\)

gr_ .( l- 9r. J z j

(n 
fc

' j ·  - L ^  n ( n - r - l ) (

So

4 Γ υ (^ )  - Σ
Д  4 ”-а,(гі) -

J l  "  J1 . J n  —4 q  η — 4

' _  ^  ________________  SeJn-3 ZJn-3

_o Jn-3 r
J n - З — ^  , V Έ--■> Jn —  2 J n  —  2

4 ?  w  - Σ3 n  —  3 L '  J n  —  2

Jn — 2 = 2 .j \ ^ jn — 2
1 - Z .  84η-1Ζΐη-!

jn  —  1 =  1

S0
N <;«0

i £ _ I,Ui) - Σ -----------------  —

Λ υ  2  · e7l

4 n“2)(2i)Jl=2 ел v 17

- Σ

i n - 4

1 ejn - 3  j n - 3

(Zl) -  g  4 ;- V i.- .4 2>
J n — 3 J n — 2

jn  —  2 — 2

So

qgU ^ . 
eJl -71

j l — 2 eJ i  ^ . j n - 5  j n - 5

^ ejn - 4  Z j n - 4

-з
jn-3=2

Продовжуючи даний процес, на останньому кроці отримаємо

n —1

fciW = ---------- ^ ---------- =  Σ  (- l) l” (,V)lsm(iv)z’" (' ') + 0 (z”).

4 Γ 1|( ^ ) - Σ ^ , % 1 ί ,| _1) Ι” (Λ’Ι|·°
Л =2

Оскільки,

η  — 1

^  (_ l) lm(JV)lSm(iV)ZrTl(Ar) -μ 0 (z") — J ]  (_i)MJV)lSm(JV)Z™W =  0 '(zn),

|m (7V )|=0  |m (JV )|>0



то дп(z) ~ L(ζ), тобто ип — п.

В силу довільності п робимо висновок, що дп(z) ~ L(z), при га > 1. Порядок відпо

відності νη =  п. Це означає, що розвинення кожного його n-го підхідного дробу дп(ζ) 

у ФКСР збігається з рядом L(z) за всіма однорідними багаточленами до степеня п — 1 

включно. Оскільки

lim г/„ =  lim п = +оо,
п-»+оо п—>+оо

то дріб (3) є відповідним ряду (1 ).

Таким чином, справджується теорема:

Теорема 1. Багатовимірний д-дріб з нерівнозначними змінними (3) є відповідним зада

ному формальному кратному степеневому ряду (1) тоді і лише тоді, коли виконуються 

умови (13), (14) і

{Sm(N)}%p=0, ГПі =  0, і ф р , 1 < р ,і < N,

{C(N)+e X P=o, rrii =  0, г ф р, 1 < p < r - 1, 2 < r < АГ, 1 < і < N,

i s m (N )+ e]h }шр=о> mi =  0, і Ф P> 1 < P < 3 h - l ,  1 <г < N, j r ф I, 1 < r < h, j*h Є Г  

є цілком монотонні послідовності відповідні нескінченним розподілам мас, де коефіці

єнти

Sm(7V)> mj ^  °> 1 < І < \МЮ\ ^  *>

sm(N)> mi =  3h + 1 < І <  N, \m(N)\ > 1, j r φ  1, 1 < r < h, j*h Є X* 

визначаються за формулами (5) і (10) відповідно.

Нехай {<7?.+;.(1 - ))kLv b  =  n , 1 < p < k, 1 < n < j h - 1, k > 1, j r φ 1,

1 < r < h, Є 1*, є ланцюговими послідовностями з відповідними послідовностями 

мінімальних параметрів

{mi* . о, іР =  n, 1 < р < /с, 1 < n < jfc - 1, k > 1, j r φ 1, 1 < r < /і. j*h Є X*,
г* 'Jh

де m'-, =  0, j r φ  1, 1 < r < h, j*t Є J*. Тоді, позначаючи
ih

q^, ip — n, 1 < p < k, 1 < n < N, k > 1, 

m~ ip =  n, l < p < k ,  1 < n < j h - 1, /c > 1, j r Φ 1, 1 < r < h, j*h Є X*

через

, L· = n, 1 < p  < k , 1 < n < N, k > 1, 
l k И

т ЇІ+]'*> *p = n> 1 < P < k ,  1 < n < j h - 1, fc > 1, j r Φ 1, 1 < r < h, j£ Є T  

відповідно, дріб (3) запишемо у вигляді

So

ι + Σ

/V
(15)

‘ + D E - ---- 1— і-!—
/с=2 г* = 1

де s0 > 0, 0 < raj. < 1, Є X*, ζ Є CN, — символ Кронекера, 1 < г, j  < АГ.

За схемою доведення теореми 1 , можна показати справедливість наступної теореми:

Теорема 2. Багатовимірний g-дріб з нерівнозначними змінними (15) є відповідним 

заданому формальному кратному степеневому ряду (1) тоді і лише тоді, коли викону

ються умови (13) і

{Sm(N)}mp=0. m i =  °> Р, 1 < Р, І <  АГ,

{ Sm(7V)+er}mP=0. =  ° ,  * Φ  Р . 1 <  Р  <  Г ~  1. 2 < Г  < N ,  1 <  І <  N ,

i Sm(N)+eJh }mp=0> = 0, І φ  p , 1 < p < j h ~ 1, 1 < І < V̂, j r φ  1, 1 < Г < Λ, J*h Є X*

є цілком монотонні послідовності відповідні нескінченним розподілам мас, де коефіці

єнти

s m ( N ) ’ m j  >  ° . 1 <  J <  АГ, |т(АГ)| >  1,

sm(N)> ші =  °- 3h + 1 < 'І < АГ, |ш(АГ)| >  1, j r Ф  1, 1 <  Г <  /і, j*h Є X*

визначаються за формулами (5) і (10) відповідно.

З огляду на вище побудоване багатовимірне узагальнення ^-алгоритму Бауера ко

ефіцієнти дробу (15), відповідного заданому ряду (1), можна обчислювати наступним 

чином: s0 = s0(7v); m··., гр =  п, 1 < p < /г, 1 < п < А Г ,  А : > 1 є  діагональними елемен

тами q^\ ір =  η, І < p < k, 1 < η < АГ, k > 1 g-таблиці (6) з правилами ромба (7) і
гк

початковими умовами(8), при h =  0;

rn?*+j*) *р =  я. 1 < p < fc, 1 < n < j h - 1, k > 1, jr Φ 1, 1 < r < h, fh Є X* 

є діагональними елементами

V =  η> 1 < P < 1 <  η <  j h -  1, А; >  1, j r 7̂  1, 1 < r < h, j*h Є X*
/c J h

gr-таблиці (6) з правилами ромба (7) і початковими умовами (8).
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УДК 517.983

З в о з д е ц ь к и й  Т .І.

ПРО n-ЕК В ІВ А Л ЕН ТН ІСТЬ ЛІВИХ ОБЕРНЕНИХ ДО n-ГО СТЕП ЕН Я  
ІН ТЕГРУВАН Н Я ОПЕРАТОРІВ У  ПРОСТОРАХ АН АЛІТИ ЧН И Х  

ФУНКЦІЙ

Звоздецький Т.І. Про п-еквівалентність лівих обернених до п-го степеня інтегрування 

операторів у просторах аналітичних функцій // Карпатські математичні публікації. — 

2012. -  Т.4, №2. -  С. 261-267.

У даній роботі досліджуються умови η-еквівалентності n-го степеня оператора дифе

ренціювання та довільного оператора, який є лівим оберненим до n-го степеня оператора 

інтегрування, в просторах функцій, аналітичних у не ^-інваріантних областях.

В с т у п

Нехай G - зіркова відносно нуля область комплексної площини. Позначимо через 

A(G) простір усіх аналітичних у G функцій, що наділений топологією компактної збіж

ності, а через C(A(G)) - сукупність усіх лінійних неперервних операторів, що діють з 

A(G) в A(G). Нагадаємо, що оператори А та В  з £(Д((7)) називаються еквівалентними 

в A{G), якщо для деякого ізоморфізму Т \ A(G) —> A(G) виконується співвідношення 

AT = ТВ.

Означення. Для фіксованого η Є N оператори А та В  з £(Л (С )) називатимемо п- 

еквівалентними в A[G), якщо існує такий ізоморфізм Т : A(G) —> A(G), для якого 

AT = ТВ і

(Г/)<*>(0) =  /<*>(()), А; Є {0,1, .. . ,η — 1}, f  Є A(G). (1)

Нехай V  та Z  - оператори диференціювання та інтегрування, які на довільну функ

цію /  Є A(G) діють відповідно за правилами

Z

(V f)(z) =  f'(z), ( lf ) (z )  =  J  f(t) dt.

0

2010 Mathematics Subject Classification: 47B38.

Ключові слова і фрази: оператор інтегрування, оператор диференціювання, η-еквівалентність опера

торів, простір аналітичних функцій.



Зафіксуємо число η Є N та функції ак Є A(G), к Є {0,1, .. . , п — 1}, і розглянемо 

оператор А Є £(*4(G)), який визначається рівністю

η —1

(A f)(z) =  (V "f)(z) + £  ak(z)(Vk{)(0), /  € .4(G). (2)

к=0

Відзначимо, що формула (2) задає загальний вигляд операторів із £(.4.(G)), які є лівими 

оберненими до І " .

У роботах [2] (для п =  1) та [1] (для п Є N) встановлено, що оператори А та Vй екві

валентні в A(G) (і навіть η-еквівалентні), якщо область G є — інваріантною відносно 

нуля (тобто ujG =  G, де ω =  е х р ^ ) .  У  даній роботі, використовуючи запропонова

ний у [3] метод, досліджуються необхідні й достатні умови η-еквівалентності в A(G) 

операторів А та Vті у випадку, коли область G не є ^-інваріантною відносно нуля.

1 Д о п о м і ж н і  р е з у л ь т а т и

Нехай п > 2, область G не ^-інваріантна відносно нуля і оператори А та Vті п- 

еквівалентні в A(G). Тоді існує такий ізоморфізм Т простору A(G) на себе, який задо

вольняє рівність

AT =  TVn (3)

і для якого виконуються співвідношення (1 ).

Розглянемо деякий відкритий круг Go з центром у нулі, який міститься в G. Він

є ^-інваріантною областю. Тому, згідно з [1 ], існує ізоморфізм Ті простору A{G0) на

себе, який задовольняє рівності (3) і (1). Наступна формула задає цей ізоморфізм:

п—1 Zp

(Ті/) (2) =  f ( z ) - Σ  /  ( I n-fc-1afc)(« - t){Pkf)(t) dt, /  Є A(G0),

k=o {

де для кожного к е  {0,1, ... , η-  1} проектор Рк на функцію /  Є A(G0) діє за правилом

- 77. — 1

W )  (ζ)-= - Σ ω - > 4 (ώ > ζ). 
j=0

Оскільки A(G) С A(G0) і топологія простору A(G) сильніша за топологію простору 

A(G0), то оператори Т і Ті лінійно й неперервно відображають A(G) в ^ (G 0)· Але на 

елементах повної в A{G) системи {ехр(Аг) : Л Є С} оператори Т і Тх збігаються [1 |. 

Тому для кожної функції /  Є A(G) функції Т і/ і Т /  збігаються між собою в A(Gq), 

тобто функція Т і/ Є A(G q) аналітично продовжується в область G. Тоді аналітично 

продовжується в G і функція

1 z П—1

w  = Σ
k=0 0

J{T n~k~1ak)(z — t)(Pkf)(t) dt

=  ^ Σ У [  f(u*t)dt. (4)
j = о {  \к=0 )

Нехай j i , j 2, ■··, j s - всі такі числа j  Є {1, 2,..., п - 1 }, для яких u j G ф G. Зафіксуємо 

деяке число μ Є { j i , j2, Відзначимо, що область ωμΰ  не може повністю міститися

в G , інакше, враховуючи співвідношення G D D ω2μΰ  D ... D ωημΰ  =  G, отримали 

б, що u'lG = G. Тому в області u^G є точки, які не належать G. Позначимо одну з них 

через ωμζ0, де г0 Є G.

Розглянемо функцію /0(2) =  ------  і деяку зіркову відносно нуля під область Gi
2 — ωμζ0

області G, яка охоплює круг Go і точку 20, але не містить жодної з точок вигляду 

де j  Є {1, 2 ,..., п — 1 }. Зауважимо, що функція /0 належить до A(G) і аналітично 

не продовжується в область ωμGι (а тому і в область cj^G). Оскільки відповідна їй 

функція Ffa вигляду (4) аналітично продовжується в область G (а тому і в область 

Gi) і всі доданки зовнішньої суми з (4) при j  φ μ  також продовжуються в Gi, то 

продовжуватиметься в область Gi і доданок з (4), який відповідає j  =  μ, тобто функція 

вигляду

І  ( ^ ^ ( r ^ a ^ z - t ) ]  /о[u4)dt. (5)

0 Vfc=0 /

Скористаємось тепер наслідком леми, встановленої в [3]:

Лема. Нехай φ Є A[G), а /  - деяка функція з A(G), яка не продовжується аналітично 

в область uj'lG, де μ  Є {1, 2 ,..., η — 1} таке, що ωμΟ ф G. Якщо функція Ф вигляду

Z

Φ(ζ) =  J  φ(ζ - t) / (ω μί) dt, 2 Є G0,

о

аналітично продовжується в область G, то φ(ζ) =  0 для всіх ζ Є G.

Згідно з цією лемою, якщо в ролі Ф взяти функцію (5), а в ролі G — область Gi, 

отримаємо, що
77,— 1

^ Ш-^{1п-к-1ак){г) = 0, z e G i .  

к=0

Тоді за теоремою єдиності

п — 1

^ и Г ^ ( Х n-fc_1afc)(z) =  0, 2 Є G.

к=0

Отже, для кожної функції /  Є A(G) маємо, що

=  І Σ  J  ( Σ , ^ 4 4 ΐ η-'·-ιαί ) ( ζ - ή ) / (ω > ή Μ ,
j=0 n \к=0

зфз 1,···,ja



тому функція Ff аналітична в області G. Тоді оператор Т можна подати у такому 

вигляді

(Tf)(z) =  f(z) -  і  Σ  i  f e A (G ) .  (6)

П j=0 {  \к=0 /

Таким чином, встановлені необхідні умови такої теореми.

Теорема 1 . Нехай G - зіркова відносно нуля область в С, для якої uG  ф G. Оператор 

А вигляду (2) η-еквівалентний в A(G) до оператора Vті тоді й лише тоді, коли функції 

а0, ах, ... , α„_ι із A(G) задовольняють умови

п — 1

Σ ω - ^ Γ - '- 'α Μ ζ )  =  0, z e G ,  j  Є .. .J .} , (7)

k—0

де J i j J21 ■•■i js - В('і такі числа j  Є {1,2, ...,η — 1 }, для яких uij G Ф G. При цьому, 

ізоморфізм Т, для якого виконуються рівності (3) та (1), зображається формулою (6).

Доведення. Достатність. Нехай для функцій а0, αχ, ... , αη_! із .4(G) виконуються 

умови (7), а оператор Т визначається формулою (6). Зрозуміло, що Т лінійно й непе

рервно діє з A(G) в A(G). Крім цього, як показано в [1 ], оператор Т є ізоморфізмом 

простору A(G) на себе, який задовольняє співвідношення (3) й (1). Тому оператори А 

та Vті η-еквівалентні в A(G). □

З теореми 1 отримаємо наступну теорему.

Теорема 2. Якщо зіркова відносно нуля область G така, що lo^G ф G для всіх j  Є 

{1, 2,..., η — 1}, то оператор А вигляду (2) η-еквівалентний в A(G) до оператора Vті тоді 

й лише тоді, коли

Uk = Tkaо, k Є {1, 2 ,..., η — 1}, (8)

де а0 - фіксована функція з A(G). При цьому, ізоморфізм Т, для якого виконуються 

рівності (3) та (1), визначається формулою

Z

(T f)(z) =  f(z) - ί (Г - \ )(г  - t ) l( t ) dt. f  Є A(G). (9)

0

Доведення. Згідно з теоремою 1, оператори А та ТУ1 η-еквівалентні в A(G) тоді й лише 

тоді, коли функції α,ο, αχ, ... , α„_χ із A(G) задовольняють співвідношення

u-j l n~2ax + u r 2jZ"-3a2 + ... + uT(n" 1)jan_1 =  -T ~ laQ, j  Є {1, 2,..., n - 1}. (10)

Домноживши j -ту рівність з (10) на u>jn, одержимо систему лінійних рівнянь відносно 

функцій 1η~2αχ, Χη-3α2, ... , αη_χ, головний визначник якої відмінний від нуля (бо він є 

визначником Вандермонда). Тому ця система має єдиний розв’язок. Оскільки, функції 

ak вигляду (8) задовольняють співвідношення (10 ), то вони і визначають цей єдиний 

розв’язок. Враховуючи (8), з формули (6) отримується зображення (9) відповідного 

ізоморфізму Т . □

2 ОСНОВНИЙ РЕЗУЛЬТАТ

Нехай η > 3 і область G  не є — інваріантною відносно нуля, але існує таке j  Є 

{2, 3,..., η — 1 }, що ujj ф 1 і uj]G  =  G. Як було відзначено в [3], числа j  та η не можуть 

бути взаємно простими. Більше того, якщо d - найбільший спільний дільник чисел j  та 

п, то область G інваріантна відносно повороту на кут ~  навколо нуля. Справді, згідно 

з характеристикою найбільшого спільного дільника двох цілих чисел, існують такі цілі 

числа q та г, що d =  qj + rn. Тоді ujdG = (Ldj )q(u>n)rG = (aP)qG — G.

Виберемо серед чисел j  Є {2,3,..., η — 1 }, для яких lô G = G, найменше і позна

чимо його через р. Зауважимо, що число р є простим дільником числа п. Справді, 

якщо d Є {2,3, ...,р — 1} є найбільшим спільним дільником чисел р і п, то, як було 

показано вище, uidG =  G , що суперечить вибору числа р. Отже, η = τηρ для деякого 

m Є {2, 3,..., η — 1} і область G є ^-інваріантною відносно нуля. Крім цього, спів

відношення cdj G = G виконується лише для чисел j  Є {р, 2р , ..., (‘m — 1)р}. Знайдемо в 

цьому випадку простіший еквівалент умов (7) та зображення (6) ізоморфізму Т, який 

задовольняє співвідношення (3) та (1 ).

Нехай оператори А та Vті п-еквівалентні в A(G). Тоді, згідно з теоремою 1, ізомор

фізм Т, для якого виконуються рівності (3) та (1 ), визначається формулою (6), причому 

функції α0, αχ, ... , а„_і задовольняють співвідношення (7). Оскільки, як було відзначе

но вище, рівності (7) виконуються при j  Є {1, 2 ,..., η - 1} \ {р, 2р , ..., (m - 1)р}, то дію 

оператора Т на функцію /  Є A(G) можна подати у такому вигляді

Z  1 1-J р п—1 . 771 — 1
(Tf)(z) =  f(z) - - /  - о -

Р J  m  І n0 fc=0 1=0

Якщо покласти ωχ — ωρ =  exp ( ^ ) ,  для А: Є {0,1,..., m —1} через Qk позначити проектор 

на A(G), що визначається формулою

III/ — і.

(Qkf)(z) =  — ^ U x lkf(u[z),

1=0

причому вважати, що Qjm+k =  Qk при j  Є {1,2, ...,р - 1}, то для /  Є A{G)

m —1  ̂ ρ — 1

(TJ)(z) =  f(z) - / - t)(Qkf)(t) dt.
J  1_n P  я—nk=0 j=0

Нехай

Тоді

1 v~l
Ш  =  - J 2 ( l(P~J~1)majm+kKz), k Є {0, 1 ,..., m - 1 }.

/
m—1

- t)(Q kf)(t) dt, f  є  A(G). (11)



Але, згідно з [1], такий оператор Т є ізоморфізмом простору A(G) на себе, для якого 

ВТ = TVm, де

771—1

к—0

Тому AT =  TVn =  T{Vrn)p =  BT(Vm)p_1 =  ... =  BPT. Оскільки T є ізоморфізмом 

простору A{G) на себе, то отримаємо, що А — Вр.

Переконаємося далі, що

{Vsbk){0) =  0, s Є {0,1,..., 71 — 772 — 1}, к Є {0,1,..., m - 1}. (13)

Диференціюючи (11), індукцією по І Є {1,2, ...,т  — 1} можна встановити, що для 

/  Є A(G)

τη — 1 m —j  — 1

(VlT f)(z) =  (Vіf)(z) - Σ  Σ
j= m —l k= 0

«  m — 1

- / J ] ( r " - ‘ -,-1bl )(z- i)W i./)( i)r f i, (14)

o *-»

де під Х_г розумітимемо оператор V і, а під 1° - тотожний оператор. Диференціюючи 

(14) і використовуючи рівність VjQk = Qk̂ jV J при 1 < j  < к та індукцію по s Є 

{0, 1 ,..., п — m — 1 }, одержуємо, що

ш-1 m —j  — 1

(V™+-Tf)(z) =  (Vm+'f)(z ) - Σ  Σ  (®‘ V * )(0 ) (V Q tV>f)(z)

j —1 k= 0

1 2 T
S 771 —  1 p  771— 1

- ^ ^ ( P fc+s- ^ t )(0) ( P f t / ) ( 2) - /  J 2 (V k+s+1bk)(z- t)(Q kf)(t)d t, /  Є Л(С). (15)

j= 0  fc=0 Q fc=o

З означення проекторів Qfc випливає, що 

T>JQk = Qk-j+imV1, /c Є {0,1, ...,τη - 1}, І Є N, А: + m(l - 1) < j  < к + ml,

(Qo/)(0) = /(0), (Qfc/)(0) =  0, k Є {1, 2,..., 77i - 1}, / Є  Л(С).

Враховуючи (1) і ці співвідношення та покладаючи в (15) f ( z ) — гк, отримаємо рівності

(13).

Таким чином, встановлені необхідні умови такої теореми.

Теорема 3. Нехай G - зіркова відносно нуля область в С, для якої u>G ф G, а р Є 

{2, 3,..., п — 1} - найменше таке число, для якого upG =  G. Тоді m =  ^ Є N і оператор А 

вигляду (2) η-еквівалентний в A(G) до оператора Т>п тоді й лише тоді, коли А =  Вр, де 

оператор В  визначається формулою (12) для деяких функцій Ь0, Ь{, ... , 6т_! із A{G), 

для яких виконується умова (13). При цьому, ізоморфізм Т, який задовольняє (3) й (1), 

зображається формулою (11).

Доведення. Достатність. Нехай для деяких функцій 60, 6і, ..., fem_i із A (G ) викону

ється умова (13), оператори В  і Т визначаються відповідно формулами (12 ) та (11) і 

А = В р. Оскільки область G є ^-інваріантною відносно нуля, то, згідно з [1 ], опера

тор Т є ізоморфізмом простору A(G) на себе, для якого ВТ  =  TV171. Тому, як і вище, 

AT = В РТ = ТТ>П. Отже, оператори А та Т>п еквівалентні в A(G). Оскільки з рівностей 

(14) і (15) завдяки умові (13) випливає умова (1), то оператори А та Т>п тг-еквівалентні 

в A{G). □
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УДК 517.98

К о п а ч  М .І .1, О б ш т а  А .Ф .2, Ш у в а р  Б .А .2

АНАЛОГИ ДВОСТОРОННІХ М ЕТОДІВ К У Р П ЕЛ Я  Д Л Я  
Д И Ф ЕРЕН Ц ІАЛЬН И Х РІВНЯНЬ З ПІСЛЯДІЄЮ

Копач М.І., Обшта А.Ф., Шувар Б.А. Аналоги двосторонніх методів Курпеля для дифе

ренціальних рівнянь з післядією // Карпатські математичні публікації. — 2012. — Т.4, №2.

-  С. 268-274.

Досліджені аналоги двосторонніх методів Курпеля для диференціальних рівнянь з 

післядією, в яких праві частини мають властивість гетеротошюсті. Встановлені оцінки 

збіжності алгоритмів.

В с т у п

Диференціальні рівняння з післядією виникають при моделюванні реальних проце

сів у техніці, медицині, біології, економіці, фізиці, демографії й інших галузях науки і 

техніки. В таких моделях, що мають протяжність у часі, стан об’єктів характеризується 

не лише параметрами біжучого моменту часу, а й нерідко залежить від їхнього попере

днього стану. Наприклад, в процесах керування соціальними явищами істотний вплив 

мають ефекти інформаційного запізнення. При поширенні сигналів у каналах оберне

них зв’язків, що мають скінченну швидкість, яка пов’язана з ітераційністю регуляторів, 

теж потрібно враховувати запізнення за часом. В другій половині XX століття активізу

вався інтерес дослідників до диференціальних, інтегральних, інтегро-диференціальних 

та інших класів операторних рівнянь, що містять запізнення. Перші теореми про існу

вання розв’язків лінійних диференціальних рівнянь із запізненням та їх поведінку були 

встановлені В. Файтом [6], А.Д. Мишкісом [5], Норкіном [4] та іншими авторами. Дина

мічним системам, що описуються рівняннями із запізненням присвячено чимало робіт. 

В багатьох випадках на рівняння із запізненням аргументу можна поширити методику 

дослідження звичайних диференціальних рівнянь, в яких невідомі функції залежать 

тільки від поточного часу. В даній статті методику М.С. Курпеля (див. напр., |1|-|5|) 

побудови двосторонніх методів, застосовано для побудови двосторонніх наближень до 

розв’язків диференціальних рівнянь з післядією.

2010 Mathematics Subject Classification: 41А65, 30В70.

Ключові слова і фрази: двосторонні наближення, диференціальні нерівності, запізнення аргументу, 

метод кроків.

1 П о с т а н о в к а  з а д а ч і

Розглянемо рівняння вигляду

x'{t) =  g(t,x(t),x(r(t))), (1 )

де r(i) = t — A(t) Є неперервною при t Є [ίο,Χ] дійсною функцією, причому A(t) > 0,

g(t.,y,z), h,{t,y,z) є неперервними при t Є [to,T], y,z Є S(x0,M ) =  {х\\х - ,r0| < М},

(x ,y,z,x0 Є Я 1) дійсними функціями. Шукатимемо неперервно диференційовний при 

t Є [to,T] розв’язок x(t) рівняння (1), який задовольняє початкову умову

x{t) — φ(ί), t Є Е0 =  {t\t < to ,T  Є Я 1}, (2)

з неперервною функцією φ[ί).

2 О б ґ р у н т у в а н н я  а л г о р и т м ів

Умовою А назвемо таке припущення: задані неперервні при t Є [t0,T], y,z,p ,q  Є 

S(xQ, Μ) неспадні щодо у тар, незростаючі щодо 2 та q невід’ємні функції au (t, у, z ,p , q), 

bu{t, у, z,p,q), a u (t, у, z,p, q), Pu(t,y, z,p ,q),i =  1,2, для яких із співвідношень t Є [£0, Т], 

У < z, p <  q у, 2 , p, q Є S(x0, М) випливають нерівності

(an (t, у , 2 , p, q) + « n  (ί, у, z , p, q))(z - у) + (■a12(t, у, 2 , p, q) + a 12(t, y, z, p , q))(q - p)

< 9 (t,z,q) - g(t, y,p),

(bn (t, у, z,p, q) + βη (ί, у, z,p, q))(z -  у) + (bl2(t, у, ζ,ρ, q) + βλ2(ί, у, ζ,ρ, q))(q - p)

< h[t,z,q) - h(t, y,p).

Задамо неперервно диференційовні при t Є [t0,T} функції u(t),v(t) Є S(x0,M ), для 
яких

u(t) < φ[ί) < v(t), t e E0, (3 )

u (t)< v (t) , t e [ t0,T}, (4)

u(t) < g{t, u(t), u(r(t))) - h(y, v(t), v(r(t))), (5)

v'(t) > g(t,v(t),v(r(t))) - h(t,u{t),u(r(t))).

Побудуємо ітераційний процес за допомогою формул:

y0{t) =  u(t), zo(t) =  v(t), (6)

Уп+l α 11 (̂ > Уп (t) 1 Zn (t), уп(т ( і ) ) , 2η (τ (ί ) ) )  ('</η4-1 (t) Уп(і))

+al2(t, yn(t), zn(t), yn(r(t)), 2η(τ(ί)))(τ/η+ι(τ(ί)) - y„(r(i)))

+bll(i,i/„(<).2n(i),J/„(r(i)),2n(r(i)))(2n+i(t) - Z„(t)) (7)

+b12(t, yn(t), zn(t), yn(r(t)), ζη(τ(ή))(ζη+ι(τ(ή) - zn(r(t))) 

+g(t,yn(t),yn(T(t))) - h{t,zn[t),zn{T{£))),

n̂-f 1 (αιι(ί, Vnit), zn(t), yn{r(t)), 2n(r(t)))

Oill{t, yn(t), zn(t), yn{r[t)), zn(r(t))))(zn+l(t) - Zn(t))



+ (αι2(ί, ?/„(i), zn(t), y„(r(t)), zn(r(t))) 

+a12(t, yn(t), zn(t), yn(r(t)), zn(r(t))))(zn+1(r(t)) - zn{r(t)))

(+bu (t, yn(t), zn(t), yn(r(t)), zn(r(t))) (8)

+011 (t,yn(t), Zn(t),yn(r(t)), zn(r(t))))(yn+1(t) -  yn(t))  

(+М*> l/n(i), zn(t),yn(r(t)), zn(r(t)))

+βΐ2(i, yn(i)> 2n(i). yn(r(t)), zn{T{t))))(yn+l(r(t)) - yn{r(t)))

+g(t, zn(t), zn(r(t))) - h(t, yn(t), yn(r(t))),

Уп+1( )̂ ^η+ΐ(ί) ¥>(*)>  ̂^  ^0'

Теорема 1. Нехай виконана умова А, задані функціїu(t), ν(ί), які задовольняють спів

відношення (3) (5). Тоді для ітераційного процесу (6)-(8) справджуються нерівності

Уі < Уп+iit) < zn+i(t) < zn(t), η =  0,1, . . .  ,ί Є [t0,T]. (9)

Доведення. Задля зручності позначимо:

au (t, yn(t), zn(t), yn(r(t)), zn(r(t))) =

« і i(t,yn(t),Zn(t),yn(T(t)),Zn(T(t))) =

bu{t,yn{t), zn(t),yn{T(t)), zn(r(t))) =  b^(t), (10)

Ai(i, l/r.(i). zn(t), Vn(r(t)), zn(r(t))) = β£(ί).

Із (4)-(7) випливає

y[(t) - y'0(t) > a^{t){y i(t) - y0(t)) + αί5}(ί)(ί/ι(τ(ί)) - Vo(r(t)))

+bn\t)(z0(t) - zi(t)) + b($ (t)(z0(r(t)) - Zi(r(t))), (11)

ζό(ί) - zi(i) > (α(π (ί) + α[°1)(ί))(^0(ί) - zi(t))

+{a{$ (t)  + α {$ ){ ζ0(τ[ί)) - *ι(τ(ί)))(δ(π (у) + 0i?(i))(i/i(i) - y0(i))

+(ί>2)(ί) +/SS)(0)(yi(r (i )) - 2/o(r(i))).

Додавши до умов (4)-(7) умову А, отримаємо

4  - у[ >  (aff(i) + bff(i))(2i(i) - yi(<)) + (af2}(i) + ^°2)(ί))(21(τ(ί)) - j/i(r(i))). (12)

Застосувавши до нерівностей (11) та (12) теорему про двосторонні диференціальні 

нерівності із запізненням аргументу [2], отримаємо, що yQ(t) < yi(t), ζχ(ί) < z0{t) та 

yi{t) < Z\(t) при ί Є [to,T]. Отже нерівності (9) мають місце при η =  0.

Припускаючи, що ці нерівності справджуються для деякого n =  k — 1 > 0, аналогічно 

як при встановленні нерівностей (1 1 )—(12 ) для n =  k матимемо

2/іс+іО) - m  ^  an  (^(Vk+iit) - Vk(t)) + ak12(t){yk+1(r(t)) - yk(r(t)))

+6n (*)(**(*) - *fc+i(i)) + bkl2{t)(zk{r(t)) - Zk+l(r(t))),

4 (0  - 4 + 1  (0 ^  (ап(*) + « ї ї (t))(zk(t) - zk+i(t)) + (af2(i) + α ί 2 ( ί ) ) ( ^ ( τ ( ί ) )  - zk+l(r(t))) 

+(6ίΐ)(0 + 0п(О)(г/*+і(О - ϊ/fcW) + ( ^ 2(0 - РиШ Ук+ - ук{т(і)))

та

4+i(i)~2/fc+i(i) ^ (aii)(i)+bn(i))(̂ +i(0-2/fe+i(0) + (an (*)+^2 (̂ ))(̂ fe+i(τ(ί))—2/fc+i('τ(ί)),

що на підставі теореми про двосторонні диференціальні нерівності із запізненням ар

гументу дозволяє стверджувати про виконання нерівностей yk+i(t) > yk{t), zk+i(t) < 

zk(t),yk+l(t) < zk(t), при i Є [ίο, TJ-

Згідно принципу математичної індукції робимо висновок про виконання нерівностей 

(9) для будь-якого п. Теорема доведена. □

Теорема 2 . Якщо виконані умови теореми 1 і система рівнянь

У'if) =  g(t, y{t), y(r(t))) - h(t, z{t), 2(r(t))),

z'(i) =  ^(i, z(i), 2 (r(t))) - h(t, 2/(i), y(r(t))) (13)

з початковою умовою

y(t) =  z(t) =  <p(t) (14)

має на [ίο, T] єдиний в класі неперервно диференційовних функцій розв’язок, то задача 

(1 )-(2) має єдиний неперервно диференційовний розв’язок x*(t); для цього розв’язку 

і послідовностей yn(t), zn(t), побудованих за допомогою формул (6)-(8), мають місце 

співвідношення

ί/η(ί) < Уп+l(i) < X*(t) < Zn+1(t) < zn(t). (15)

При цьому послідовності yn(t), zn(t) збігаються на [t0,T] рівномірно до x*(t) моно

тонно не спадаючи та монотонно не зростаючи відповідно.

Доведення. Доведення зводиться за суттю до повторення міркувань, використаних для 

обґрунтування теореми 1 □

Умовою В назвемо припущення про існування таких неперервних невід’ємних фун

кцій a 2i(t,y ,z ,p ,q ),p2i(t,y ,z ,p ,q ),i =  1,2, для яких із співвідношень ί Є [t0,T],y < 

ζ ,ρ  < q, у, z,p,q Є S(x0, М) випливають нерівності

g{t,z,q) — g(t, у,р) < (an (t,z,y ,p,q) + a 21(t,z ,y ,p ,q ))(z-y )

+(α12(ί, г, y,p, q) + a 22(t, z, y,p, q))(q - p), 

h(t, z, q) - h(t,y,p) < (bn (t,z,y,p,q) + p21(t,z,y,p,q)){z - y)

+ {b12(t, z , y, p, q) + 022(i, z, y,p, q))(q - p), 

де функції an(t, z , y,p, q), bu(t, z, y,p , q), i =  1,2, задовольняють умову А.



Теорема 3. Нехай виконані умови А та В і задані функції u(t), v(t), які задовольняють 

співвідношення (3)-(5). Тоді при t Є [i0, Т], η — 0 ,1 ,... для послідовностей yn(t), zn(t), 

побудованих за допомогою формул (6)-(8), мають місце оцінки

4+ l(f) - Уп+1 (<) < - yn+l{t))

+<Pn4t)(zn+i(T(t)) - Уп+і{т(і))) + f^\t)(zn(t) - Уп(і)) + (p{n )(t) M T(t)) - Vn(r(t))), (16) 

де

fW (t) = α12(ί, yn(t), zn(t), y„(r(i))) + 612(i, y„(0> 2n(i), yn(r(t))),

<p£\t) =  CX2 2 (t,yn(t),Zn(t),yn(T(t))) + M t,yn{t),Zn(t),yn(T(t))),

f£\t) =  au (t, yn(t), 2„(i), yn(r(i))) + bu (i, yn(t), 2n(i), y„(r(i))),

r i2)(0 =  «12(ί, Уп(0. ^η(ί). 2/η(τ(0)) + &2(i, ί/η(ί). yn { r (t))) .

Доведення. Достовірність оцінок (16) підтверджується за допомогою міркувань, які 

тільки подробицями відрізняються від міркувань, за допомогою яких встановлені оцін

ки (9) з теореми 1.

Зазначимо, що у тому випадку, коли до системи (7) можна застосувати відомий у 

теорії диференціальних рівнянь із запізненням аргументу метод кроків, тобто, коли 

маємо ситуацію, за якої

Δ(ί) > Δ 0 > 0,

то за припущень, які забезпечують виконання нерівності z'n(t) — y'n(t) > 0, при t Є [to,T], 

η =  0, 1 , . . . ,  із (16) можна отримати

4+ l(t) - Уп+ і(<) < fn(t)(Zn+i(t) - y„+i(t)) + ψ η (ή ( ζ η (ί) -  yn(t)), (17)

де fn{t) =  fn\t) + ψη\t), f n(t) =  f^\t) + (p(n\t). Звідси отримаємо оцінку вигляду:

t t 

zn+i(t) - y„+i(t) < J  ipn(s)(zn(s) - y„(s))exp ( J  /η(ξ)άξ)ά8. (18)

to s

3 (17) та (18) можна отримати менш точні оцінки, поклавши f n(t) < Μ\,φη(ί) < М2.

Якщо ж метод кроків незастосовний, то виникають додаткові труднощі щодо можли

вості практичного розв’язання системи (7) щодо yn+i(f), zn+l(t). Тому доцільно розгля

нути алгоритм, при побудові якого використовуються формули (6), (8), але систему 

рівнянь (7) замінено простішою системою вигляду:

Уп+і =  a ^ >(t)(y„i.i (t)-y„(t))-b‘-"1\z^+l(t)-z„[t))+g(t,y„(t),yn(T(t)))-h(t,z„(t),z„(T(t))),

(19)

4+.« = + ctf’WX^.W - *,(<)) - (6Й>(() + <(*))(!/.«(() - №.(«))
+9(t, 2„(ί), 2„(τ(ί))) - h(t,yn(t),yn(r(t))),

де маємо на увазі позначення (10 ).

Виконання нерівностей (9) для η =  0 випливає із співвідношень

У[{і) - Уо(і) > an\t)(yi{t) - y0{t)) + b ^  (t)(z0(t) - zx(i)),

4 (t) - zi(t) > (ап ( і)  + « n  (t))(zo(t) - zi(t))

+(b{n](t) + P{n\t))(yi(t) - y0(i)),

які отримуємо безпосередньо з (5), (6) та (19) для η =  0.

Звідси, як і раніше, за теоремою про диференціальні нерівності із запізненням ар

гументу, матимемо уі (ί) > Уо(£), zo(t) > 2χ(ί), ПРИ  ̂^ [̂ о, X]· Крім того, при η =  0 з (19) 

випливає

4 (0  - S/i(0 > (aff(*) + 0i?(O)(*i(O  - Уі(£))·

З теореми про диференціальні нерівності із запізненням аргументу можна зробити 

ВИСНОВОК, ЩО Z\{t) > yi(t), при t Є [t0,T]. Обґрунтуємо можливість переходу від η — 1 

до η в (9). Матимемо

Уп+i(t) - y'n(t) > ο(π(0(ί/η+ι(ί) - Уп(0) + ь(п (0 ( 2п(0 - г„_і(<)),

4 (0  - 4 + 1  (0 > (а(п (0 + «η («η (0  - 2n+i(0) + (bff(0)(i/n(0 - Уп-і(«))·

Звідси можна зробити висновок про обґрунтованість нерівностей

Уп+і(0 ^  Уп{ )̂, zn+l(t) ^  2η_ι(ί),

при t Є [£о,Х]і якщо справджуються нерівності y„(i) > У„_1 (ί), 2η(ί) < 2η_ι(ί). 

Враховуючи це, одержуємо

4+ 1  -  Уп+1 ^  К і ( 0  +  ьї і ( 0 ) ( 2;п + і(0  -  Уп+1 (t))

- (аЙ} + bn\t))(zn(t) - yn(t)) - αί"}(ί)(«η(ί) - «η+ι(ί))

—/3ιι>(ί)(2/η+ι(ί) - y„(i)) + (οίίίί) + b{̂\t) + α ίί(ί) + /3ίϊ}(ί))(2η(ί) - y„(i))

+ (α(ι2}(ί) + b ^ it )  + + β[ί}(ί))(2„(τ(ί)) - Уп(г(0))·

Використовуючи теорему про диференціальні нерівності із запізненням аргументу 

матимемо, що zn+i(t) > yn+i(t). Якщо zn(t) > y„(i) при t Є [to,T], то робимо висновок 

про виконання нерівностей (9) для алгоритму (6), (8), (19).

За зазначених обставин та додаткового припущення про єдиність розв’язку задачі

(13), (14) приходимо до такого самого висновку щодо алгоритму (6), (8), (19), який

містить теорема 2 щодо алгоритму (б)-(8). □

Наступна теорема підсумовує отриманий для алгоритму (6), (8), (19) висновок.

Теорема 4. Нехай справджується умова А, задані неперервно диференційовні при 

t Є [t0,T] функції u(t),v(t), які задовольняють співвідношення (3)-(5) і задача (13),

(14) має єдиний розв’язок в класі неперервно диференційовних на [t0, Т] пар функцій. 

Тоді для єдиного неперервно диференційовного на [to, 7і] розв’язку x(t) задачі (1), (2) 

і послідовностей yn(t), zn(t), утворених за допомогою формул (6), (8), (19) мають місце 

при t Є [ί0, Т], η =  0,1,... співвідношення (15).

Приєднання до умов теореми 4 умови В призводить до формального вигляду (16). 

Цей факт спричинює те, що надлінійну збіжність для алгоритму (6), (8), (19) можна 

отримати в тому випадку, коли справджується строга нерівність у (16) і тому застосов

ний метод кроків. Система (7) містить запізнення у доданках з індексами п+ 1, тому її 

не завжди вдається розв’язати щодо yn+i(i), 2η+1 (ί). Це обгрунтовує потребу побудови 

спрощених аналогів алгоритму (6)—(8), окремі з яких можна знайти в [2].



Л іт е р а т у р а

1. Курпель М.С. Про деякі модифікації методу Чаплигіна наближеного інтегрування диференціаль

них рівнянь / /  Доповіді АН УРСР. Серія А. — 1969. — № 4. — С. 303-306.

2. Курпель М.С., Шувар Б. А. Двусторонньїе операторньїе неравенства и их гірименения. — Κ.: Нау

кова думка, 1980. — 276 с.

3. Мьшікис А. Д. Линейньїе дифференциальньїе уравнения с запаздьівающим аргументом. — М.: На

ука, 1972. -  352 с.

4. Норкин С.Б. Дифференциальньїе уравнения второго порядка с запаздьівающим аргументом. — М.: 

Наука, 1965. — 356 с.

5. Шувар Б.А., Копач М.І., Ментинський С.М., Обшта А.Ф. Двосторонні наближені методи. — Івано-

Франківськ: ВДВ ЦІТ, 2007. — 515 с.

6. W. В. Fite Properties of the solution of certain functional differential equation, Trans. Amer. Math. Soc.,

22, 3 (1921), 311-318.

1 Прикарпатський національний університет імені Василя Стефаника,

Івано-Франківськ, Україна

2 Національний університет “Львівська політехніка”,

Львів, Україна

Надійшло 17.08.2012

Kopach М.І., Obshta A.F., Shuvar В.A. Analogues of bilateral Kurpel’s methods for differential 

equations with aftereffect, Carpathian Mathematical Publications, 4, 2 (2012), 268-274.

It is studied analogues of bilateral Kurpel’s methods for differential equations with after

effect in which the right parts tend heteroton. Estimates of convergence of the algorithms 

established.

Копач M.I., Обшта А.Ф., Шувар Б.А. Аналоги двусторонних методов Курпеля для диф- 

ференциальних уравнений с последействием // Карпатские математические публикации.

-  2012. -  Т.4, №2. -  С. 268-274.

Исследованьї аналоги двусторонних методов Курпеля для дифференциальньїх урав

нений с последействием, в которьіх правьіе части имеют свойство гетеротонности. Уста

новлень! оценки сходимости алгоритмов.

УДК 517.95

К о р к у н а  О .Є .

М ІШ АН А ЗАД А Ч А  Д Л Я  НЕЛІНІЙНОГО РІВНЯННЯ ТИПУ  
ЕЙ Д ЕЛ ЬМ АН А З ІНТЕГРАЛЬНИМ  ДОДАНКОМ

Коркуна О.Є. Мішана задача для нелінійного рівняння типу Ейдельмана з інтегральним 
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В обмеженій області розглянуто мішану задачу для нелінійного рівняння типу Ейдель

мана, яке містить інтегральний доданок. Доведено існування та єдиність розв’язку цієї за

дачі в просторах Соболева. Встановлено деякі оцінки цього розв’язку, залежно від вигляду 

ядра оператора.

Рівняння типу Ейдельмана є узагальненням параболічних за Петровським рівнянь 

на випадок, коли диференціювання за різними просторовими змінними має різну вагу 

порівняно з диференціюванням за часовою змінною. Задачу Коші для лінійних рівнянь 

такого типу розглянуто в [1, 2, 3, 12]. Встановленню розв’язності задачі Коші чи міша

них задач для рівнянь типу Ейдельмана зі степеневими нелінійностями присвячено 

праці [5, 6, 7, 11], а отриманню певних оцінок розв’язків для рівнянь такого типу в 

необмежених областях - [7, 11].

У даній роботі використавши метод Гальоркіна знайдено умови, за яких існує та 

єдиний розв’язок з просторів Соболева мішаної задачі для нелінійного рівняння типу 

Ейдельмана з інтегральним доданком. Встановлено деякі оцінки цього розв’язку, які 

залежать від ядра інтегрального доданка. Зауважимо, що розв’язності мішаних задач 

для деяких параболічних та гіперболічних рівнянь з інтегральними доданками присвя

чено праці [10, 13, 14, 15].

Нехай Т>х с Шк і Т>у с Rm — обмежені області, причому дТ>х є С 1 і дТ>у є С 1.

Введемо позначення: Ω = Т>х χ Т>у, QT = Ω χ (0,т), ST = <9Ω χ (0, r), де т e (0, T\, T < oo.

В області QT розглянемо мішану задачу

k п

A{u) = ut + ^  t)uxixj )XiXj — ^  t)uZi)Zj
i,j=1 i , j=1

+c(z,t)\u\r-2u+ f g{t - s)jr uz Zt(z, s)ds = f(z , t), (1)
Jo  i=i
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ди
U\St - ° ’ QU = 0, (2)

dV xxOyx(0,T)

u(z,0) = u0(z), (3)

де z = (x, у) є Rn, х е R fc, у 6 R m, n - k  + m, v — зовнішня нормаль до dVx χ P y χ (0, T). 

Припустимо, що для коефіцієнтів рівняння (1) виконуються умови:

(A): dij є L°°(QT), a,ij(z, t) > α0 > 0 майже для всіх (z,t) є i , j  є {1 , , Λ:};

(B): bij є L°°(QT), i , j  € { Ι ,.,.,η } ;
Π

> Ьо|£|2, Ь0 >0, V£ € R" і майже для всіх (ζ,ί) € <5т;
і, j=1

(C): с б L°°(QT), c(z,t) > с0 > 0 майже для всіх (ζ,ί) €

(G): 5» є C J([0,T]);

(F): /  є L2(Q t);

(U): «ο € #ο(Ω), Uoxixj є L2{VX), i , j  e { Ι , . . . , /c}.

Введемо простір:

ν0(Ω) = |u : t it  #ο(Ω) n Lr(il) ,u XiXj e L2(QT) , i , j  e {1 , . . . ,  fc}, ^ = 0

Означення 1. Функцію u, яка задовольняє включення u є L2(0, Т; Κ0(Ω)), є L2(QT)

й інтегральну рівність

г* Г" k ті

I I CLij ( z ,  t ')U XiXj  VX iX - + bij(z, t)uZivZj + c(z, i)|
ί Q t i , j -1 j= i

i—2 U

g(t - s) Σ  uZi (z , s)(is uZi(z, i) - /(z , t)v 
0 i= l

dxdt = 0

для всіх T € (0, Τ’], для всіх функцій ν € С ([0, Т]; Cq (Ω)), і початкову умову (3), назвемо 

узагальненим розв’язком задачі (1)-(3).

Теорема 1. Нехай виконуються умови (А), (В), (C), (G), (F), (U) і, крім того, 

b0-f0°° §(ξ)άξ > 0, alJt, bijt , q  є L°°(Qr ). Тоді існує узагальнений розв’язок задачі (1) (3).

Доведення. Розглянемо послідовність таку, що ψδ є ^ (Ω )  для довільного s € N;

функції φλ, . . . ,φ ι — лінійно незалежні для довільного І € Ν; лінійні комбінації {<^*}Пі 

— щільні в νά(Ω).
N

Нехай uN(z ,t) = ^ c f  (t)ips(z), N  e N, де c f , ... ,c$ є розв’язком такої задачі Коші:
s=l

f  [ « f V ( ^ ) + Σ  Μ Μ ) < * χ ^ ( ζ )  + Σ  +
L г,ji = 1

Г  9(t - s) j t uzi (z,s)<ps2t(z)ds - f(z,t)lps(z)
J 0  г=1

Ĉ /(0) =

(г) = Σ ωο ^ β(*)·

rfz = 0, i e [0, Τ], (4)

(5)

На підставі теореми Каратеодорі [4, c. 54] існує абсолютно неперервний розв’язок 

задачі (4), (5) на проміжку [0,£τν]ι tν е (0, Т]. З оцінок, отриманих нижче, випливатиме, 

що tN - Т.

Домножимо рівність (4) на c^ (t), підсумуємо за s від 1 до N, проінтегруємо за t від 

0 до т. Отримаємо

L [
u?uN + £  αύ (ζ, t)\uXiXj |2 + £  +

*.J=1 i , j  = 1

g{t - .s) £  и^(г, s)ds u^(z, i) - f(z , t)uN

i= l

dzdt = 0. (6)

Оскільки виконуються умови (А), (В), (C), (G) та

їх ξ Г u^uNdzdt = \ f  ІuN\2dz- f  \û (z)\2dz
'jQr ^ J£lT J ΩοПо

k

І2= L  Σ  M z ,f ) l< * /d z d i> a o  f  f  | < Xj|2dzdi;
vt- i,j=i -'Qr

τ 3 Ξ  Γ  Σ  b ij (z,t)u?.u? dzdt > b0 f  J^lUzfdzdt] 
J Q r itj =i J Q T i= l

= f  c(z,t)\uN\Tdzdt > c0 f  IuN\rdzdt;
JQt JQt

I A =

l b ^ ~  I q  ( X  9 (t- s )Y i u?i (z,s)ds)ju% (z,t)dzdt

~ \ L  S aV*uNdt- ( f 0 9^ dt ) ' f Q T̂\uzt(z )̂\2dzdt,

дe g ° 4 zu=  f  f  g { t-s)Y j \uzX z ,s )- u I2i (z,t)\2dsdz,
J Ωτ JO

dt < f  
J Q

f  f (z ,t )u Ndzdt < f  [
j Qt JQ r L

Ι / ( ^ ’ 0 | 2 , δ {ι.Ν\2 

2δ 2 і 1
1/(^»0 І2 + й Су 

Iqt [ 2ί 2
wN|2 dzdt,

то з (6) матимемо

i  f  \uN (z, r)\2dz + a0 f  Σ  K x / d z d i  + f b o - ^ -  f  f  Σ  l<| 2̂
Δ j u t J Q T{ j=i \ Z _/0 / J Q Ti j  = i

+c° X ,  |“ л’г'і2Л + 1 Г q'° ν ' “ " Λ  s ΐ  L ,  w ( zw d z +^  X |/(2· ()і2<і2Л' (7)



Виберемо δ так, щоб Ь0-----/ д ( 0 ^  > 0· Тоді з (7) отримаємо нерівність
2 J  о

û \2 + \uN\T dzdt +I  a °J  o
V zudt

\u%(z)\2dz + \f(z,t)\2dzdt], (8)

де стала Μχ не залежить від N .

Продиференціюємо рівність (4) за t, домножимо на ĉ t(t)e~ut, де v > 0, підсумуємо 

за s від 1 до N, проінтегруємо за t від 0 до т. Отримаємо

.N

i,j=1 i , j=1

+ Σ  bi j(z,t)u^itu ^ t + Σ  bijt(z,t)u^u^.t + ct(z,t)\uN\r~2uNu? + (r-  l)c(z,t)\uN\r~2(u ? )2 
i , j=1 i,j= 1

-.9(0) Σ  uz A  - І І Ф  - s) Σ  uzi 0 > s)ds) uNZit - f t{z, t)u[
i=1 V-70 г=1 /

Оцінимо кожний доданок цієї рівності окремо:

Х7 - [  e~wtdzdt = - f  {u^)2e~VTdz f  (u ? )2dz + ^  f  {u^)2e~VTdzdt.
J qt “ ‘ 2 Jtir 1 ' 2 7ω0 t=o 2 J q t

[  Σ  aij(z ,t)\u% t\2e-vtdzdt Z d0 f  Σ  \uxixjt\2e^ tdzdt·
J Qr i,j=i j Qt i,j=і

J 9= f  Σ  aijt(z, i ) uxix̂  te^dzdt
JQr i,j=i

< ^ f  Σ  f  Σ  \ux x \2e~‘/tdzdt,
2 J q t 2 5 Jq t ^ i  1 j

e_,/tdzdi = 0. (9)

де a 1 = ess sup aL. 
Qt

Xio = [  Σ  ЬіЛ г ,і)и ^и ^е  vtdzdt>b0 f  Σ  (uzit)2e 1/1 dzdt.
J Qri,j=\ j Qt j=i

Ιχι= f  Σ  b i j t M u lu l t e ^ f c d t A  f  ^ (u ^ye- ^dzd t  + - U 1 f  ^ { u ^ e ^ d z d t .
~*Qt i j - i  £  J Q r  i =i  40  j q t i=1

X12 = f  ct(z, t)\uNV~2uNu ?e~vtdzdt < ^  f  \uN\r~2(u ? )2e~vtdzdt + f
JQT 2 JQt 2o jQn

\uN\r e~vidzdt,

де c1 = ess sup c2 (ζ, ί), 61 = ess sup bf^z, t), 
Qt Qt

X13 = f  (r - l)c(z,t)\uN\r 2(u ? )2e ^dzdt, > (r - l)c0 f  \uN\r 2(u ? )2e utdzdt. 
JQr JQt

Хі4 - и,Ν
ζΛ

#(°) Σ  (-> 0  - 9s(t - s) Σ  K (-г,
N
Zit

e uidzdt 

e~utdzdt

L  { L  9 (t- s )'j£u "s(z,s)ds)u?ite-,'tdzdt- f  g ^ ^ u ^ z ^ u ^ e ^ d z d t
~>Q r \-/0 i=l f J Qt i=l

-\lo 9°V zu? d t- ( J 0 Σ Κ ί ^ . Ο Ι 2̂ 4̂

u0z )2e utdzdt.4 f a i ( . < , ) 2e - * d z it - ± : f  m ? £ (
Δ J Q T i=χ ZO J Q T i = 1

Xi5 = - f  ft(z,t)u?e-utdzdt>--l- f  ( f t(z ,t))2e-utdzdt-^- f  
JQt 2d JQT 2 Jq t

3 (5) при t = 0 випливає, що

(и ?)2е utdzdt.

f  « ) % 0 dz+ L  Σ  а у ( г , 0 ) « Яі(г,0))2+ Σ  Ь і і(г ,0 )« (2 ,0 ) ) :
0 “/Si° U,j = l t,j=X

+c(z, 0)|u7V(z, 0)|r - /(z , 0)uJV(z, 0)] g?z = 0.

Звідси, / (ω ^)2|. „ ciz < M, де стала M  не залежить від Ν.
J n 0 ιι-υ

Врахувавши оцінки І 7-Х15, отримуємо оцінку

f  (wf )2e~l/Tdz + (г/ - δ) ■ [  (π1? )2e~VTdzdt + (2a0 - δ) ■ f  V
-VQr

+ (260 ~2δ -2 Γ fi- (O^)' f  £ « t)2e-,/tdzdi
\ 0 / -VQT

+ ((r- l)c o - i)  f  \uN\r~2(u ^ )2e~l'tdzdt + f  <7 a V
JQ r J  0

w:X і X j 11 e utdzdt

- 1 L  U ,(z ,t)fe- ^ izd t  + « ) 2ώ |,.0 + ^  J  t  K .
*■

zu^dt

12eTvtdzdt + M

-T^1 f  tW Y e ^ d z d t  + i  f  
δ J Qr t i  δ J Qr

uN\re-vtdzdt ] f 0 m r n o 2*-*° JQt j = l
dzdt. (10 )

а v = δ + 1 . Праву частину рівностіВиберемо <5 = min |α0; γ  - £  g(Od£·, (r - l)c0 J,

(10) оцінимо врахувавши оцінку (8). Маємо:

f  (u?fdz+  f  ( ( « f ) 2+ t W t E W ^ N r w U  
J l̂r J(^T \ i,j=1 t=l /

♦ { V  ν « < Λ  < M 2( j i  («„"(г))2̂  + [|/(г, t)|2 + |/,(z,i)|2]d2<ii) , (11)

де стала M2 не залежить від N.



З оцінок (8) та (1 1 ) випливають такі збіжності деякої підпослідовності послідовності 

{uN}%=1 (збережемо за нею те саме позначення) при N  -> оо.

-> ut χ- слабко в L°°(0, Т ; £ 2(Ω))

uxixj -+Uxixj слабко в L2{QT) (i , j  = l , . . . , k )  (12)

uz t uzit слабко в L2(QT) (г = 1 , . . . , ή) 

и1̂ —*■ и слабко в L2(0, T ; Vo(^)).

Оскільки з (12) випливає, що uN -*■ и слабко в L2(QT) та и̂ . -» uZi; u^t -> uZit 

слабко в L 2(Q t ), т о  за лемою 1.3 [9] uN и сильно в L2(QT) і майже скрізь. Тому, 

|'иЛГ|г-2'иЛГ -*■ \и\г~2и слабко в Lr(Q). Далі, врахувавши збіжності (12), аналогічно, як в 

[8], доводимо, що и є узагальненим розв’язком задачі (1)-(3). □

Єдиність розв ’язку

Теорема 2. Нехай виконуються умови (А), (В), (C), (G), 60 - /0°° g (O d^ > 0. Тоді задача 

( 1 ) —(3) не може мати більше одного узагальненого розв’язку.

Доведення. Нехай існує два розв’язки задачі (1)-(3) u 1 та ν2. Позначимо u = н1 - у2. 

Кожна з функцій u 1 та u2 задовольняє означення 1. Тоді функція u задовольняє рівність

f  \utu+ Σ  aij(z,t)(uXiXj)2 + Σ  bij(z, t)(uZi)2 + c(z, t){\ul \r~2ul -  \u2\r~2u2)u 
QT L i,j=l i,j=1

J f t  n

9(t - s) Σ  u4 (z> s)ds ’ u4 (г>l )
° ІҐХ

= 0

та початкову умову u(z,0) = 0.

Провівши оцінки цієї рівності аналогічно до оцінок X1-J5 та врахувавши, що

f  [с(г,i)(|wMr 2иг - \u2\r 2u2)u]dzdt > 0, 
J Q t

знайдемо оцінку

\ [  \u\2dz+a0 [  Σ  \uXiXj\2dzdt+(b0 - f  g (O d^] ί  Σ  \uzl\2dzdt+]- f  g n y zudt< 0. 
2л JC lr  J Q t і j —\ V ^ 0  J J Q r  ί j~\ 2j J 0

Звідси випливає, що u1 = u2. □

Оцінка розв ’язку

Теорема 3. Нехай u — розв’язок задачі (1)-(3), крім того, a,ij(z,t) = atJ(z), bij(z,t) = 

bij(z), f  = 0, c(z,t) = c(z). Тоді

1) якщо існує така стала с > 0, що g(t) < g(0)e~ct, то

Μ
f  [u2 + u2\dz < i  f  [u2 + u2]dz 

J  Qt yw/Ω 0
e~K\

δ\μ - 2c\ i

f  + i  (26o - 2 / “  β ( ί№  - δ ) , Μ  = ІПг ΣΓ.,(«ο„ )2dz·,

2) якщо g '(t) < -c:i[g(t)]u p, ρ > 1 , с3 > 0, то існує така стала с4 > 0, що для розв’язку 

задачі (1)-(3) виконується оцінка

Г [u2 + uf]dz < ---
Jnt l iJ (t + iyp-1
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Доведення. Нехай u = 0. Тоді, провівши аналогічні оцінки, як 1χ-114, знайдемо

( J  (Ігх І̂2 + \u?\2)dz\ + 2α0 ί  £ ( K

+ (260 - 2 j f "  9(ζ)άξ - i )  Σ ( « , ) 2 + K ) 2)dz

-2c0 f  (uN)rdz + (r - l)c0 f  \uN\r~2(u t ) 2dz + g°\7zu + g oV 
JfiT Jctr

uN

4 1 > (i»2£ ( < )2dz· <i3)

Оскільки для функцій uN та виконуються нерівності Фрідріхса:

f  uNdz < C i f f  < dz> Г  < dz Ї  cx f  Σ  < ^ г ,
t Л іт  і -ι Л іт  JC tT i~i

де стала сі не залежить від м, N, а залежить тільки від п та Ω, то, врахувавши не

від’ємність 4, 5, 6, 7 доданків, а також, що

L  («κ № ϊ 4 / η Σ Κ , , ) 4 ζ ,

(u? ) 2dz<C2J^  Σ Κ χ ^ Ζ ,

з (13) знайдемо

( X ,  (|“ " 12 +1” ·"!2)'*2) , + ( ?  ■ 2“» + j :  ( 26° - 2 X ”  - s \ ) f  (|«"|2 + K P )d z

5 L  Y .(uS4fd z .
°  J ^ T г=1

Позначимо

s(t)=  f  (\uN\2 + \u"\2)dz, μ=  ^  + - (2 b 0-2 [°° 9(ξ)άξ - i )  .
J ^T C2 C\ \ J o  )

З умови задачі можемо вибрати δ так, щоб μ > 0. Матимемо нерівність

3\ί)<~μ8{ί) + -(9(ί))2 f  Σ (η"Ζί)2άζ. (14)
о jn T i=1

Розглянемо такі випадки:

!) 9(t) < g(0)e~ct

Тоді з (14) знайдемо s'(t) < -μδ(ί) + \e~2ctM, де Μ = ί  Σ (ηθζι)2(̂ ζ ·
δ Jflr j=1



Розв’яжемо цю нерівність подібно як в [13, с. 109]: (§εμί)' < \Ме^1 2с̂ . Інтегруємо 

по t від 0 до т:

Звідси, якщо μ  > 2с, то β~μτ < е~2ст та .s(r) < ^s(O) + ŝ _2c)) е_2ст- 

У іншому випадку (μ < 2с)

/  N /  / Л Ч Мs(r) < s(0) +
<5(2с - μ)

-μτ

Отже, маємо оцінку

/ ч /  ,  ч М
s ( t ) < I s ( 0 ) +

δ\μ - 2с| /

де к = min{2c;/і}.

2) Нехай g'(t) < -c3[g (t)]1+b , v > 1.

Тоді g(t) < де k = g(0), коли p < c2[g(0)]1̂  i k = , коли i/ > с2[д(0)]1/"

Позначимо q = 2г/ - 1,

k2
c3 = I max -i s(

1/9L.2 r  n

,(0); ί ί Χ , Σ « )2<ί2

Тоді, оскільки -μβ(ί) < -/xc3s(i)1/'3“1, то з (14) отримаємо оцінку

s'(0 < -/2c3(5 (0 )1/q+1 +

[  Σ (ηοΖί)2άζ·
J U r j =i

Розв’язавши цю нерівність аналогічно до [14, с.16], отримаємо s(i) < , де

стала М3 залежить від s(0).

Оскільки

f  (u2 + u2)dz< lim f  \(uN)2 + (u ? )2]dz,
J n T N-*oo J nr

то звідси випливає твердження теореми 3. □
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MULTIPLICATIVE POLYNOMIAL M APPINGS ON COMMUTATIVE  

BANACH ALGEBRAS

Labachuk O.V., Zagorodnyuk A.V. Multiplicative polynomial mappings on commutative Banach 

algebras, Carpathian Mathematical Publications, 4, 2 (2012), 284-288.

We consider the multiplicative polynomial mappings on commutative algebras in this work. 

We call a multiplicative polynomial trivial, if it can be represented as a product of characters. 

In the paper we investigate the following question: does there exists a nontrivial multiplicative 

polynomial functional on a commutative algebra?

I n t r o d u c t io n  a n d  d e f in it io n s

Let X  and Y be linear spaces. A map Pn : X  -> Y  is an n degree homogeneous polynomial 

(n-homogeneous polynomial) if there is an n-linear mapping Bn : X  x X  x .. . x Xj —> Y

П

such that Pn(x) — Bn(x, x , . . . ,  x).

Note that according to the polarization formula (see [5]), for every n-homogeneous poly

nomial Pn there exists a unique symmetric n-linear mapping Bn, associated with Pn.

The polynomial mapping P  between algebras X  and Y  is called multiplicative, if P(x i · 

x 2) = P(xi) · P(x2) for every x i,x2 Є X. It is known that every multiplicative polynomial 

functional is homogeneous ([7]).

Let us denote by M (X )  the set of characters (linear multiplicative functionals) on the 

algebra X. It is clear that the product of characters φχ · ψ2 ■.. · · φη, <fk Є M (X ), к =  1, ,п 

is a multiplicative polynomial functional.

We call a multiplicative polynomial trivial, if it can be represented as a product of 

characters.

There is an example of nontrivial multiplicative polynomial on noncommutative algebra. 

Let us consider the algebra of square η χ n matrixes Mn. The mapping d(A) =  det(A) 

is a multiplicative polynomial functional, but d(A) is not a product of characters because 

Mn has no nonzero characters. So, it is interesting to know: Does there exists a nontrivial 

multiplicative polynomial functional on a commutative algebra?
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1 M a in  r e s u l t s

Proposition 1.1. If a commutative semi-simple Banach algebra A without nilpotent ele

ments admits a nontrivial multiplicative polynomial, then the algebra P(Cm) of polynomials 

of m variables admits a nontrivial multiplicative polynomial for some m.

Proof. Let P be a nontrivial multiplicative polynomial map. Without loss of the generality 

we can assume that P  is irreducible. Then there exists a finite dimensional subspace V in 

A such that the restriction of P  onto V is irreducible [8].

Let us consider a subalgebra A0 generated by elements in V and the unity of A. This 

subalgebra is finitely generated and has no nilpotent elements. It is well known in Algebraic 

Geometry that such algebra is isomorphic to a ring of all polynomials on an algebraic variety. 

That is, Aq is isomorphic to P(Cm)/7 for some m where I  is an ideal in P(Cm). Let T : 

P(Cm) -» P(Cm)/7 be the factor map and P0 be the restriction of P  onto A0. Then P0 о T 

is a required irreducible nontrivial multiplicative polynomial on P(Crn). □

So, it can be useful to investigate the algebra P(Cm) of polynomials of m variables.

Theorem 1. Every multiplicative n degree polynomial functional can be represented as a 

product of characters on the algebra P(C) of polynomials of one complex variable.

Proof. Let Dn : P(C) —)■ C be a multiplicative n degree polynomial functional. Dn is a 

homogeneous polynomial map. According to [7] there is a character dn on the symmetric 

tensor product P(C) ®e ... ®e P(C) = ®"P(C) such that Dn{p) = dn(<g>np) for every p Є
'------------V------------'

P( C).

Let us describe the algebra ®"P(C). Every element of this algebra can be presented by

У 'p i®
4 S/* ....  ^

1 n

where pi Є P(C). Every element like <S)nPi is a polynomial of n  variables Pi{x\) ■ . . .  ■ P i(xn). 

So, algebra <S>rjP (C ) is isomorphic to the algebra of polynomials of n variables, that are 

symmetric about the permutation of this variables. Let us denote it by Pa(C").

It is well known that for every symmetric polynomial p(x\,.. . ,xn) there exists a poly

nomial q, such that

p(xі , ■ ■ . , Xn ) q(Gx (x\ , · · · , Χγι) i · · · i Gn (xi, . . . ,  xn)),

where

G\ (x\,.. ■, Xu) X\ -\-... -f- xn,

G 2(x  1, . . . , X n ) =  X\X2 +  X 1 X 3 +  . . . +  X n _\Xn ,

G ri X\X2 * ' Χγι,

that is Gi, i = 1, . . . ,  n are the elementary symmetric polynomials. The mapping p 1-4 q is 
an isomorphism from the algebra Ps(Cn) of symmetric polynomials onto the algebra of all



polynomials P(Cn). Every character of algebra P(C") is an evaluation of some point C*. 

So, there is a correspondence between characters dn on 03nP(C) and some characters φ on 

P(Cn), which is an evaluation of polynomial q at some point (ab . . . ,  an) Є C". That is,

dn{®np) =  dn{p{xi) · .. . · p{xn)) =  · · ·. Xn)) = q(<*ь ■ · · , «η),

where p(x i)·.. .-p(xn) — q(G i( x i , .. ·, xn)> · · · i Gn(xί, · · · i Xn))· Let χ°, . . . ,  xn be the solutions

of system

Χχ +  X 2 +  · · · +  Xn =  a l'i

xix2 + X1X3 + ■ ■ · + Xn-i Xn = a 2;

I  Χ 1 Χ 2 · . . . · X n  — OLn

According to the Viet theorem, x° , . . . ,  x° are the solutions of the equation

xn - сцх"-1 + a2xn~2 + . . .+  (-1 )notn =  0.

Then Dn(p) =  q{a 1 , . . . ,  otn) =  p(x?) · · · · · p(x°)> that was needed to show. □

To prove of this theorem we use the existence of a homomorphism from OOnP(C) = P (nC) 

onto ®"P(C). It is easy to show that this condition is sufficient in the general case.

Theorem 2. If there exists a surjective homomorphism ψ : ®nA -» ® "Λ  then every n- 

homogeneous multiplicative polynomial on algebra A can be represented as a product of 

characters.

Proof. Suppose that there exists the surjective homomorphism φ from ® M  onto ®nsA. For 

a given n-homogeneous multiplicative polynomial D(x),x Є A, it is defined a character d on 

such that
d(®np) = D(x).

Thus

-> c

Let p Є <8>"Л and и Є φ~1{ρ), и Є ®nA. Then άοφ  is a character on <g>nA and άοφ(η) = 

d(p). According to [4], every character of ®nA is of the form

d ο φ(α <S) · · · ® α) =  Ψι{α)... фп(а),

а Є A for some characters .. . ,ψη on A. So if ρ =  a ® .. . ® a, then

D(a) =  d{p) =  do φ(ν) =  ψι (a ).. . ψη(α),

that is, D  is trivial. ^

Corollary 1.1. Let A be the completion of algebra P(C) in some locally convex metrizabled 

topology r, such that (A. r) is a topology algebra. Then every multiplicative polynomial by 

n degree on A can be presented as a product of characters.

Theorem 3. Every multiplicative polynomial of second degree is trivial on the algebra 

Р ІС 2) of polynomials of two variables.

Proof. W e  u s e  a  s i m i l a r  i d e a  t h a t  in  p r o o f  o f  T h e o r e m  1. L e t  D2 : P ( C 2 ) - *  C  b e  a  h o m o 

g e n e o u s  m u l t i p l i c a t i v e  p o l y n o m i a l  b y  s e c o n d  d e g r e e .  D u e  t o  [7], t h e r e  e x i s t s  t h e  c h a r a c t e r  

d o n  t h e  s y m m e t r i c  t e n s o r  p r o d u c t  P ( C 2 ) <8 S P ( C 2 ) s u c h  t h a t  D2(p) =  d2{p <8> p) f o r  a n y  

p Є P ( C 2 ).

T h e  a l g e b r a  P ( C 2 ) P ( C 2 ) i s  i s o m o r p h i c  t o  a n  a l g e b r a  o f  f o u r  v a r i a b l e s  p o l y n o m i a l s

g e n e r a t e d  b y  р(хі,Уі)р(х2,У2), w h i c h  a r e  s y m m e t r i c  a b o u t  t h e  p e r m u t a t i o n s  o f  p a i r s  x x, y x 
a n d  Х21У2 s i m u l t a n e o u s l y .  T h e s e  p o l y n o m i a l s  a r e  c a l l e d  b l o c k - s y m m e t r i c  p o l y n o m i a l s .

A  p o l y n o m i a l  w i c h  i s  s y m m e t r i c  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  p e r m u t a t i o n  o f  p a i r s  X\,yx a n d  

x2, y2, c a n  b e  p r e s e n t e d  b y  p o l y n o m i a l s  R x =  x x +  x2, R 2 =  x ix 2, P 3 =  yx +  y2, R 4 =  У1У2, 
P 5  =  Х 1У 2  +  Х2У1, t h a t  i s  р(хі,'Уі)р{х2,У2) =  < ї ( Р ь  P-2, Рз,  P 4 ,  P 5 ) ·  B u t  t h e  p o l y n o m i a l s  

Rx, R 2, R 3, R4, R5 a r e  a l g e b r a i c a l l y  d e p e n d i n g  a n d  t h i s  d e p e n d e n c e  c a n  b e  w r o t e  b y  t h e  

f o l l o w i n g  f o r m u l a :

P 5  — P 1 P 3 P 5  +  R 2\R\ — 4R2R4 +  P 3 P 2  =  0 . ( 1 )

T h u s  t h e  p o l y n o m i a l  q i s  a n  e l e m e n t  o f  f a c t o r - a l g e b r a  w h i c h  i s  g e n e r a t e d  b y  p o l y n o m i a l  

( 1) a n d  i t  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h i s  p o l y n o m i a l  z e r o s .  T h e  c h a r a c t e r  d o n  P ( C 2 ) P ( C 2 ) i s  a

v a l u e  o f  p o l y n o m i a l  q a t  t h e  p o i n t  (cti, a 2, a 3, a4, a5), w h i c h  i s  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  e q u a t i o n  

( 1) , t h a t  is

d(pMp)  =  dipix1,y1)p(x2,y2)) = q ( a 1, a 2, a 3, a 4, a s),

w h e r e  р(хі, уі)ріх2,у2) =  qiRi, R2, R3, R4, R5)· L e t  x°,x$, y°, y2 b e  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  e q u a 

t i o n s  s y s t e m

X\ +  X 2 =  c * i ;

X\X2 =  Οί2 \

< У і  +  У2 — &3\

У 1 У2 =  0(4 ] 

k Х іУ 2  +  Х2У1 =  « 5

A c c o r d i n g  t o  t h e  V i e t  t h e o r e m  t h e  p a i r s  x ? ,  x% a n d  y\, y% a r e  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  e q u a t i o n s

x2 - ccix + a2 = 0, 

у2 - a3x + a A =  0

r e s p e c t i v e l y .  N o w  w e  n e e d  t o  p u t  a 5 = x\y\ + x°2y .̂ T h e n  D2(p) =  q{cxu a 2, a3, a 4, a 5) =

P ( x ? ,  Уі)р(х2і 2/г)> t h a t  w a s  n e e d e d  t o  s h o w .  □

U s i n g  s i m i l a r  m e t h o d s  a n d  r e c e n t  r e s u l t s  o n  b l o c k - s y m m e t r i c  p o l y n o m i a l s  [1] i t  i s  p o s s i b l e  

t o  p r o v e  a n  a n a l o g u e  o f  T h e o r e m  3 f o r  n d e g r e e  m u l t i p l i c a t i v e  p o l y n o m i a l s  o n  P ( C 2 ).
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Лабачук O.B., Загороднюк А.В. Мультиплікативні поліноміальні відображення на кому

тативних банахових алгебрах І І  Карпатські математичні публікації. — 2012. — Т.4, №2.

-  С. 284-288.

У  цій роботі ми розглядаємо мультиплікативні поліноміальні відображення на кому

тативних алгебрах. Мультиплікативний поліном, що розкладається в добуток характерів, 

називатимемо тривіальним. Досліджуємо питання: чи існує нетривіальний мультипліка

тивний поліном на комутативній алгебрі?

Лабачук О.В., Загороднюк А.В. Мультипликативние полиномиальние отображения на 

коммутативних банахових алгебрах // Карпатские математические публикации. — 2012.

-  Т.4, №2. -  С. 284-288.

В зтой работе мьі рассматриваем мультипликативньїе полиномиальньїе отображеиие 

на коммутативньїх алгебрах. Мультипликативньїй полином, которой можна записать про- 

изведением характеров, назовем тривиальньїм. Исследуем вопрос: существует ли нетри- 

виальньш мультипликативньїй полином на коммутативпой алгебре?
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Д О СЛ ІД Ж ЕН Н Я ВП ЛИ ВУ П АРАМ ЕТРІВ РЕЛ А К САЦ ІЇ НА 
ЗБІЖ Н ІСТЬ ЧИСЕЛЬНОГО М ЕТО Д У ПОСЛІДОВНОЇ ВЕРХНЬОЇ 

РЕЛ А К С АЦ ІЇ Д Л Я  ЗАДАЧІ Д ІРІХ Л Е

Олійник А.П., Штаєр Л.О. Дослідження впливу параметрів релаксації на збіжність чи

сельного методу послідовної верхньої релаксації для задачі Діріхле // Карпатські матема

тичні публікації. — 2012. — Т.4, №2. — С. 289-296.

Визначено значення параметрів релаксації, які визначають оптимальну швидкість 

збіжності блочного методу послідовної верхньої релаксації для розв’язку задачі Діріхле 

в двовимірній прямокутній області, доведено збіжність ітераційних процедур та додатшо 

визначеність матриці відповідної системи лінійних алгебраїчних рівнянь.

В с т у п

При вирішенні задач фільтрації рідини з урахуванням різних типів граничних умов 

виникає задача чисельного розв’язку задачі Діріхле з використанням методу релаксації 

за рядками [1]. В роботах [4, 5] робиться спроба вибору оптимальних параметрів релак

сації, для яких встановлено умову 0 < ω < 2. Проте, в процесі практичної реалізації 

задачі встановлено, що вказані межі зміни параметра релаксації є досить загальними, 

в окремих випадках (ω —> 0; ω —> 2) ітераційний процес розв’язку задачі виявляється 

розбіжним, а встановлені в роботах [4, 5] значення u)opt =  1,87 призводять до розбіж

ності ітераційного процесу. Крім того, вказане в [4, 5] оптимальне значення ωορ1, яке є 

меншим з коренів рівняння t2u>2 - 16ω -f- 16 =  0, де t =  cos £ + cos |, a p та q — число 

відрізків, на які сітка розбиває кожну зі сторін прямокутника, в якому знаходиться 

розв’язок рівняння Лапласа при р — q =  45, як легко пересвідчитись прямим підра

хунком, дорівнює ojopt =  1,99. В пропонованій роботі робиться спроба розробки методу 

оптимального вибору параметру релаксації для ітераційного методу розв’язання задачі 

Діріхле, досліджується залежність швидкості збіжності від типу граничних умов.

2010 Mathematics Subject Classification: 65Ν06, 11С20.

Ключові слова і фрази: задача Діріхле, ітераційний метод, параметр релаксації, визначник n-го поряд

ку.



1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ

Задача оцінки швидкості фільтрації рідини в середовищі з опором вирішується шля

хом чисельного розв’язання системи рівнянь фільтрації, яка в прямокутній області

записується у вигляді [3]

G = { 0  < х  < L]0 < у  < Н}

' ди ди _  

д х ^ д у

к др
< и  =  —  —  ; 

μ ох

к др крд
V = ---х— І-----,

μ ду μ

(1)

(2)

де u, V - компоненти вектора швидкості фільтрації, р - тиск рідини; μ -  динамічна 

в’язкість рідини, к - проникність рідини, g -  прискорення земного тяжіння, р -  густина 

рідини. Система (2) доповнюється граничними умовами:

P Іа с =  / ( * > ! / ) .

де /  (х·, у) Є C (G) — у випадку задачі стаціонарної фільтрації, та

V Ід0= 9 (х ,У )і

(3)

(4)

де g (х, у) - кусково-неперервна функція — у випадку фільтрації рідини через прямо

кутну область за наявності ї ї  витоків через бокову поверхню.

Твердження 1.1. Задача (1)—(4) зводиться до задачі Діріхле відносно функції р (х, у).

Доведення. Диференціюючи друге рівняння системи (2) по х , а третє -  по у, одержує

мо: „ ,
ди k д2р

дх μ дх2

dv k д2р

ду μ ду2

Звідки, з урахуванням рівняння нерозривності (першого рівняння системи (2)), одер- 

жуємо: „ „ ч

д и  д у  _  π -  - -  4- Р )

дх + ду~  ~~ /Д ат2 ду2)  ’

д2р | д2р _  0
(5)

дх2 ду2

Рівняння (5) з граничними умовами (3) або (4) складає задачу Діріхле, що і завершує 

доведення твердження.

2 Р о з р о б к а  т а  д о с л і д ж е н н я  ч и с е л ь н о г о  м е т о д у  р о з в ’я з а н н я  з а д а ч і  

Д ір іх л е

Для чисельного розв’язку задачі Діріхле:

д2и d2v

9 ?  + V  ( і ’ В)

U
dG

= f ( x ,y ) , f e G ( G ) , (6)

або

и \аа= 9 ( х ,у), (7)

де g (х, у) — кусково-неперервна функція, використовується метод релаксації, розрахун

кова схема якого записується у вигляді:

ω
иК+1
i,j =  (1 ~ и )иг,і + 2 (1 + β2)

[ < ΐ  j  + + β2 « + 1 + «£t\ )], (8)

де ω — параметр релаксації, 0 < ω < 2 [1], uf3 — значення функції и в точці (хі,у3) на 

кроці ітераційної процедури за номером К. Рівняння (8) на кожному кроці ітераційної 

процедури містить три невідомі величини: u fJij, uiij+ 1 та ui+ ij■ Величина u f  - є відомою 

з попереднього кроку ітераційної процедури, як і значення и ^+1. Величина є

відомою з попереднього шару по координаті у. Таким чином, задаючи початкове набли

ження функції и° (х,у) з урахуванням граничних умов (6) або (7), що встановлюються 

за фізичною картиною процесу фільтрації з урахуванням особливостей фільтрації через 

бокову поверхню області G , одержується наступна система (для зручності запису не 

вказується верхній індекс — номер ітераційного процесу, а також індекс s — номер 

шару по у) алгебраїчних лінійних рівнянь з тридіагональною матрицею:

ІІ2 — Аи з 

—A112+U3 — Ащ

—Аи$ -)- 1x4 — Аи§

F:2,5 )

= FЗ ,s)

- Ft (9)

— Auj-2 + UI-1

ДЄ

F2,s

F■L I S

ωβ
(1 -  ω )  u « s +  2 ^ι + β η  lu ls+ i +  wis +- i] +  A u  \aa  (0 ; s) 5

ωβ2

(i - ω) ut  + ц ї+ із 2) ^ s+l + ’ * = 3’ 1 ~ 2;

ωβ2

(10)

Fi -i ,8 — (1 — ω ) uI-l,s +
2(1 + β2)

[uf_l,e+1 + wf-+l!s-l] + Au \dG (7; s) .

A = (1+02)2; β = Δχ — крок різницевої схеми по координаті х, Ау — крок ітераційної

процедури по координаті у, І  — кількість точок розбиття по x, s — номер шару по у. 

Величини (10) на кожному кроці ітераційної процедури є відомими. Схема розв’язання 

задачі є наступною:



— задається початкове наближення розв’язку и° (х, у);

— на кожному шарі по координаті у розв’язується система (9), в результаті чого за 

відомим ик (х,у) знаходиться наближення ик+1 (х,у)\

— якщо виконується умова:

•к + 1  ( х і , У з )І <  є ,У (ж і, j/j·) ,\ик {хіі У і ) и

де є — заданий рівень точності, ітераційний процес припиняється.

Використовуючи пропоновану схему до системи (2), знаходимо розв’язок рівняння 

(5) з граничними умовами (3) або (4), після чого знаходиться поле швидкостей V (u,v) 

за відомим розподілом р(х ,у). Виникає питання дослідження збіжності ітераційного 

процесу, що базується на вирішенні задачі (9). Як відомо [2], якщо в системі лінійних 

алгебраїчних рівнянь матриця А - симетрична додатньо визначена матриця, то метод 

верхньої релаксації

(О + ωΑ,) Хи+— —  + Аг„ = /,
ω

де матриця системи А подається у вигляді:

А =  D  + Αχ + А%,

де Αχ — нижня трикутна матриця, А2 — верхня трикутна матриця; D  — діагональна 

матриця, є збіжним при умові 0 < ω < 2. Зокрема, метод Зейделя (ω =  1) збігається. 

Виникає питання в якій мірі вказаним умовам відповідає матриця системи (9).

Твердження 2.1. Матриця системи (9)

А =

(  1 -А 0 0 о 1 0 0 0 \

-А 1 -А 0 о 1 0 0 0

0 -А 1 -А о 1 0 0 0
0 0 -А 1 -А  1 0 0 0

0 0 . -А 1 -А

^ 0 0 . 0 -А 1 )

(П)

де

Α -  ω β = * Ξ .  
2(1 + β η ,Ρ Ay'

(12)

є симетричною додатньо визначеною матрицею.

Доведення. Симетричність матриці А  є очевидним фактом, оскільки Vi, j  виконується 

умова:

&ij (Iji.

Необхідно перевірити додатню визначеність матриці, тобто, встановити, що будь- 

який головний мінор матриці А є додатнім. З цією метою досліджується матриця (11)

з умовами:
Ах

Ах =  Ау =► β =  —  = 1;

0 <ω < 2.

З б і ж н і с т ь  ч и с е л ь н о г о  м е т о д у  послідовної в е р х н ь о ї  р е л а к с а ц ії 

Розглянемо визначник матриці А:

1 —А 0 0 о 1
-А 1 -А 0 0 І
0 -А 1 -А о І 0

det А  = 0 0 -А 1 - А
І
1

1 -А 1 -А

0 1 о -А  1

символом Dm головний мінор матриці А порядку п

(13)

det А =  Dn, де п — порядок квадратної матриці А. Тоді:

D„ =

+ А

1 -А  0 0 о і

-А 1 -А

оо

0 -А  1

о1 0

0 0 1 1 -А  1

— — 1

0 1 -А 1 - А

(п х п) І 0 -А 1

1 -А 0 0 0 1

-А  1 -А 0 о 1

1о

1 -А о 0

X 0 0 -А 1 -А  1 
_  І

0 1 ■А 1 -А

(п -- 1) х (п — 1) 1 0 -А 1

1 -А  0 0 0 1

—А 1 -А 0 0

0 1 1—
“

-А 0 1 0

О О 1

1 -А
І

5

0
1

і --А 1 -А

1 0 --А 1

(14)

де (п х п) — порядок відповідної матриці.

Формула (14) є формулою розкладу визначника за першим рядком. Застосовуючи 

цю ж формулу для першого стовбця визначника, що є другим доданком в (14), одержує-



мо:

Dn — Dn-1 +  А ■ (—А)

1 -А 0 0 о 1
-А 1 -А 0 о
0 -А 1 -А о 0

0 0 -А 1 - а

0
(п - 2) х (п - 2)

-А  1 -А  

0 -А  1

— Α ι-і — A2 Dn_ 2- 

Отже,

A, =  D71—1 д 2д ,-2. (15)

Формула (15) є формулою для обчислення будь-якого головного мінора порядку п. З 

(13) встановлюється, що D\ =  1; D2 =  1 =  А2, тому будь-яке значення Dn визначається 

за рекурентною формулою (15), для значень переметра п, яке дорівнює кількості точок 

розбиття по координаті у прямокутної області G (1). В рамках допущень (12) одержу

ється, що для величини Dn справедлива наступна оцінка (як для монотонної функції 

аргумента А):

/3 =  1; п +  1
0 < ω < 2, S

< D n < 1,

тобто, Dn — завжди додатня величина, причому значення -j^i — це значення Dn при 

ω = 2; 1 — значення Dn при ω = 0.
Справедливість цього твердження очевидна при ω =  0, А = 0, і матриця А є одини

чною, якщо ж ω =  2, то легко встановлюється рекурентна формула

Dn =
п + 1

(16)

Проводячи розрахунки для ω =  2 за формулою (15), пересвідчимось, що при п =  1 

та при п — 2 формула (16) є вірною. Очевидно, D\ — 1; Z)2 =  1 — А2 — 1 — | = |, тобто, 

формула (16) є вірною. Перевіримо, що (16) справедлива при т  = п, якщо допустимо 

за методом математичної індукції, що (16) вірна для ш =  п - 1 т а т  =  п-2.  Оскільки:

Dn — Dn_i + A2Dn-2 —
(η - 1) + 1 1 (η - 2) + 1 η η 1 2η — 71 + 1 η +  1

>71 — 1 22 ~)τι—2 Уп — 1

тобто, (16) — вірна за методом математичної індукції. Таким чином, А - додатньо 

визначена симетрична матриця, тому вказаний ітераційний процес збігається. □

З А н а л із  о д е р ж а н и х  р е зу л ь т ат ів  д о с л ід ж е н н я  з б іж н о с т і  

Результати розрахунків Dn для п < 50 подано в таблиці 1.

Таблиця 1. Залежність значень головних мінорів матриці ітераційного про

цесу Dj, j  =  1, N  при різних значеннях параметра релаксації

N значення параметра релаксації, ω —

0,2 0,6 1,05 1,4 1,8

1 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

3 0,9950 0,9550 0,8622 0,7550 0,5950

5 0,9900 0,9115 0,7386 0,5550 0,3130

7 0,9851 0,8700 0,6327 0,4077 0,1618

9 0,9801 0,8304 0,5420 0,2995 0,0835

11 0,9752 0,7926 0,4643 0,2200 0,0430

13 0,9703 0,7565 0,3978 0,1616 0,0222

15 0,9655 0,7221 0,3407 0,1187 0,0114

17 0,9607 0,6892 0,2919 0,0872 0,0059

19 0,9558 0,6578 0,2500 0,0641 0,0030

21 0,9511 0,6279 0,2142 0,0471 0,0016

23 0,9463 0,5993 0,1835 0,0346 0,0008

25 0,9416 0,5720 0,1572 0,0254 0,0004

27 0,9368 0,5459 0,1347 0,0187 0,0002

29 0,9322 0,5211 0,1154 0,0137 0,0001

31 0,9275 0,4974 0,0988 0,0101 0,0001

33 0,9228 0,4747 0,0847 0,0074 0,0000

35 0,9182 0,4531 0,0725 0,0054 0,0000

37 0,9136 0,4325 0,0621 0,0040 0,0000

39 0,9091 0,4128 0,0532 0,0029 0,0000

41 0,9045 0,3940 0,0456 0,0022 0,0000

43 0,9000 0,3760 0,0391 0,0016 0,0000

45 0,8955 0,3589 0,0335 0,0012 0,0000

47 0,8910 0,3426 0,0287 0,0009 0,0000

49 0,8865 0,3270 0,0245 0,0006 0,0000

Аналізуючи одержані результати, можна зробити висновок про те, що при ω —> 2 

доведена теоретично збіжність ітераційного методу при практичній реалізації може не 

досягатись, оскільки в такому випадку визначник матриці А при великих значеннях 

п наближається до нуля, що обумовлює погану збіжність ітераційного процесу, а, з 

урахуванням похибок округлення - до розбіжності методу. З іншого боку, при ω —> 0 

метод збігається дуже повільно, саме через те, що з переходом від кроку ітераційної 

процедури за номером К до кроку К +1 розв’язок змінюється мало через те, що det А ~ 

1, а матриця А близька до одиничної. Проте, можна зробити висновок - при виборі 

значення ω необхідно враховувати величину числа η - тобто, кількість точок розбиття 

по координаті х - при значеннях п < 50 задовільні результати при заданому рівні 

точності ε =  10~4 одержуються при 0, 8 < ω < 1, 25. Залежність між кількістю ітерацій 

до збіжності та значенням ω подано в таблиці 2.



Таблиця 2. Залежність м іж кількістю ітерацій до збіжності та значенням параметра

релаксації

Параметр релаксації 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 1,1 1,2 1,3 1,4

Кількість ітерацій 9 8 7 7 6 6 5 5 5 5 6 19

Ще одним важливим висновком, який можна зробити за результатами дослідження 

збіжності ітераційного процесу, є залежність швидкості збіжності від типу граничних 

умов - так, в тих випадках, коли граничні умови вибираються у формі (3), швидкість 

збіжності в 2 рази більша, ніж у випадку розривних граничних умов (4).

Напрямки подальших досліджень визначаються необхідністю узагальнення вказа

ної методики на розв’язок задачі Пуасона - коли права частина (5) не дорівнює нулю, 

вивчення поведінки чисельного розв’язку задачі (5) з умовами (3) і (4) при реальних 

фізичних значеннях величин, що входять в математичні моделі (2)-(4) при більш скла

дних, ніж (1) просторових конфігураціях областей.
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Oliynyk А .Р , Shtayer L.O. The Dirichlet problem successive upper relaxation numerical method 

convergence relaxation parameters influence investigations, Carpathian Mathematical Publica

tions, 4, 2 (2012), 289-296.

The relaxation parameters values to definite sequential upper relaxation block method con

vergence optimal velocity have been determined for the Dirichlet’s problem in two-dimensional 

rectangle spatial region, the iteration procedure convergence and positive definiteness of the 

corresponding linear algebraic equations system matrix have been proved.

Олийньїк А .П , Штаєр Л.Е. Исследовапие влияния параметров релаксации на сходимость 

численного метода последовательной верхней релаксации для задачи Дирихле // Карпат- 

ские математические публикации. — 2012. — Т.4, №2. — С. 289-296.

Определеньї значення параметров релаксации, которьіе определяют оптимальную ско- 

рость сходимости блочного метода последовательной верхней релаксации для решения за

дачи Дирихле в двухмерной прямоугольной области, доказана сходимость итерационньїх 

процедур и положительная определенность матрицьі соответствующей системи линейньїх 

алгебраических уравнений.

УДК 517.956

S a d o v y j  D .Y u .

ASYMPTOTIC APPROXIM ATION OF SOLUTION TO QUASILINEAR  

ELLIPTIC BOUNDARY-VALUE PROBLEM IN A TWO-LEVEL THICK  

JUNCTION OF TYPE 3:2:2

Sadovyj D.Yu. Asymptotic approximation of solution to quasilinear elliptic boundary-value 

problem in a two-level thick junction of type 3:2:2, Carpathian Mathematical Publications, 4,

2 (2012), 297-315.

We consider quasilinear elliptic boundary-value problem in a two-level thick junction Ωε 

of type 3 : 2 : 2 ,  which is the union of a cylinder Ω0 and a large number of ε-periodically 

situated thin discs with varying thickness. Different Robin boundary conditions with perturbed 

parameters are given on the surfaces of the thin discs. The leading terms of the asymptotic 

expansion are constructed and the corresponding estimate in Sobolev space is obtained.

I n t r o d u c t io n

A thick junction of type m : k : d is a union of some domain, which is called the junction’s 

body, and a large number of ε-periodically alternating thin domains, which are attached to 

some manifold (the joint zone) on the boundary of the junction’s body. The small parameter 

ε characterizes distance between neighboring thin domains and their thickness. The type 

m : k : d, of a thick junction refers, respectively, to the limiting dimensions (as ε -» 0) of the 

junction’s body, the joint zone and each of the attached thin domains.

The subject of the investigation of boundary-value problems in thick junctions is the 

asymptotic behavior of solutions to such problems as ε -> 0, i.e. when the number of the 

attached thin domains infinitely increases and their thickness tends to zero.

The first researches in this direction were carried out in [9, 10, 14], where the convergence 

theorems for Green function of the Neumann problem for the Helmholz equation in the 

junction’s body were proved. In these papers either the assumption about the convergence 

of certain components of the boundary-value problem was made, or explicit representations of
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Figure 1: Heat radiator that has form of a thick junction of type 3 : 2 : 2 .

certain quantities were used, which was possible under certain configurations of the junction’s 

body (the half-space). In [21]—[17], [23] thick junctions were classified, asymptotic methods 

for the investigation of main boundary-value problems of mathematical physics in thick 

junctions of different types were developed, the convergence theorems were proved, the first 

terms of asymptotic expansions were constructed, and the corresponding estimates were 

proved. It was shown that qualitative properties of solutions essentially depend on the 

junction’s type and the conditions given on the boundaries of the attached thin domains 

(see also [2, 1, 18]).

As an extension of the investigation, in papers [5, 7, 22] thick junctions of more compli

cated geometric structure were considered, namely multi-level thick junctions. A multi-level 

thick junction is a thick junction, in which thin domains are divided into finitely many levels 

depending on their geometric structure and boundary conditions imposed on their surfaces. 

Besides, thin domains from each level ε-periodically alternate along the joint zone. In these 

papers linear boundary-value problems in thick junctions of types 2 : 1 : 1  and 3 : 2 : 1  

were considered. Moreover, there a new qualitative difference in the asymptotic behavior 

of solutions to boundary-value problems in multi-level thick junctions was noticed, namely 

the "multi-phase" effect in the domain that is filled up simultaneously by the thin domains 

from different levels.

The successful applying in nanotechnology and microelectronics of constructions, which 

have form of thick junctions (see Fig. 1 and [11]—[13]), has lead to effective studying of 

boundary-value problems in thick junctions of various types and more complicated structure 

(see also [2]—[4], [16, 18]).

In the present paper we consider quasilinear parabolic boundary-value problem in a two- 

level thick junction of type 3 : 2 : 2 ,  which consists of a cylinder Ω0 and a large number of 

thin annular discs with varying thickness, which are ε-periodically attached to Ω0. Different 

nonhomogeneous Robin boundary conditions are given on the surfaces of the thin discs from 

various levels. The leading terms of the asymptotic expansion for a solution to this problem 

are constructed and the asymptotic estimate in Sobolev space is proved.

The outline of the paper is as follows. In Section 1 thick junction Ωε is described and 

quasilinear elliptic boundary-value problem in this thick junction is stated. In Section 2 

outer and inner asymptotic expansions for the solution иє are constructed and homogenized 

boundary-value problem is obtained. In Section 3 approximation function R,e for solution

ue is constructed and asymptotic estimate is proved. In Section 4 the obtained results are 

discussed.

1 St a t e m e n t  o f  P r o b l e m

Let 0 < d0 < d2 < d\ and 0 < b2 < b\ < 1; hi : [d0, di] —* (0, 1), i =  1, 2, are piecewise

smooth functions. Suppose that functions hi satisfy the following conditions:

0<6г-М ^, Ьі + Ц ^ < \  Vs є [do, d i г = 1, 2, 62 + М ^ 1 < Ь 1- ^  Vs Є [d0, d2].

These inequalities imply that for all s Є [d0, dj] the intervals

Ι Μ : = ( ύ , - ψ , ί ι + ψ ) ,  і =  1, 2,

belong to interval (0, 1), don’t have common points and don’t adjoin.

We additionally assume that functions hi, h2 are constant in some neighborhood of d0,

i.e. there exists δ > 0 such that hi{s) =  /ij(d0) for all s Є [d0, d0 + i], i =  1, 2.

Consider a model thick junction Ωε of type 3 : 2 : 2  (see Fig. 2) that consists of cylinder

Ω0 =  {χ =  (xb x2, x3) Є R3 : 0 < x2 < I, r := x\ + x\ < d0} 

and 2N  thin annular discs

G<l>U) =  {* € * 3 : І + d o < r < d t},

G<2,0 )  =  {x є R3 : I x2 - ε(] + b2)l < — ■ da < r  < d2}. 

where j  =  0, N - 1, ε  = l/N, i.e.

Ωβ = Ω ο υ σ „  Ge = G?>UG?\ = O ^ G £ \ j) ,  Gf^ =  ^ G f \ j ) .

Here TV is a large integer. Therefore, ε is a small parameter, which characterizes distance 

between neighboring thin discs and their thickness.

Denote by Se'* and S ^  the union of the lateral surfaces of the thin discs from the first 

and the second level, respectively, and by 5 і  the bases of cylinder Ω0, i.e.

:= {x Є dG[l) : \x2 - e(j + bi)\ =  eh^r)/2, j  =  0, N  - 1, r e  (d0, dj)}, i =  1,2,

S~ = {xe  θΩ0 : x2 - 0}, S+ =  {x Є <9Ω0 : x2 = /}, S± = S+ U S~.

Also we introduce the following notations:

Ω, =  Ω0 U Di, Di =  {x· Є M3 : 0 < x2 < I, d0 < r < di}, і =  1, 2,

Q (0l) =  {хЄ д П г : r = di}, і =  ЇЇД  QW = {xe  d G f  : r =  d{}, * =  1, 2,

T «  =  5 «  U Q « , θ «  = П дП0, i =  1,2, θε =  U , Q(°> = Q (00) \ θε.
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Figure 2: The cross-section of thick junction Ωε of type 3 : 2 : 2  (N  = 8). 

In thick junction Ωε we consider the quasilinear elliptic boundary-value problem

-A ue + tf0(u£) = fe in Ωε,

duue + εΰχ(ηε) = ердє on S'i15,

дииє + ΰχ (иє) =  0 on

дииє + єад2{иє) = εβ9ε on T^2),

диие =  0 on <5І0),

9рХіиє\3- =  dX2Û\S+, p = 0,1

=d0 =  ldrUe}\r=do = 0 on θε.

(1)

Here dy =  d/dv is the outward normal derivative; α, β > 1 are parameters; the square 

brackets denote the jump of the enclosed quantities. For the right-hand sides of problem (1) 

we assume that f e Є Ζ/2(Ωε), ge Є H 1(D l ) and

3Co > 0 3ε0 > 0  Υε Є (0, єо) : Hs'e||z,2(z?i) + \\dx2g£\\L2{Di) ί  Co-

Functions di are Lipschitz-continuous (which is equal to ді Є M̂ lo’c°°(R)) and

Bex, c2 > 0 : Ci < i?-(s) < c2 for a.e. s Є M, i =  0, 2. (2)

Consider spaces Ηε =  {ψ Є Я 1(Ωε) : <̂ |s- =  <̂ |s+}·

A function иє Є Ηε is a weak solution to problem (1) if for any function φ Є Ηε the 

following integral identity holds:

(Vue ■ S/φ  + ΰ0{ηε) φ) dx + ε / ϋι(ηε)φ άσχ + / ϋχ{ιιε)φ(1σ:
(i) Q,(і)

+ εα ΰ 2(ηε)φ άσχ =  /  / ε φάχ + εβ ge<fdax. (3)
ir^2) J  Ωε Js|1)uri2)

By the same arguments as in [16] we can prove that for any fixed ε > 0 there exists a 

unique weak solution to problem (1).

The aim is to study the asymptotic behavior of the solution to problem (1) as ε —> 0, i.e. 

when the number of the attached thin discs infinitely increases and their thickness tends to zero.

2 Fo r m a l  A sy m pt o t ic  E xpansions  fo r  the  Solu t ion

Only in this Section for formal calculations we assume that functions / e, ge do not depend 

on ε, i.e. fE — /о in Ωχ and ge =  g0 in Dx, and they are smooth in Ωι and Dx, respectively.

2.1 Outer Expansions

We seek the leading terms of the asymptotic expansion for solution u£, restricted to Ω0, in 

the form

иє(х) «  u£(x) + ^ ε * ΐ ί£ (χ ) , x Є Ω0, (4)

fc>l

and, restricted to the thin discs Ge (j), j  =  0, N  — 1, in the form

ue{x) «  i£~(x) + 6 - І ) ,  x Є G {£i)(j), і =  1, 2, (5)
fc>l

where ξ2 = χ2/ε.

Expansions (4) and (5) are usually called outer expansions.

With the help of Taylor’s formula we get

ϋ0(ue(x)) =  i?0(uj(x)) + ϋ ’0( ·) J]V u+ (x ), x Є Ω0. (6)

к> 1

Plugging the series (4) into the first equation of problem (1) and the boundary conditions 

on S'*, using (6) and collecting coefficients of the same powers of ε, we get the following 

relations for function Uq :

-Αύ£ + ΰp(t4) =  f 0 in Ω0,

dx2uo\s- =  d£2<|s+, P =  0,1.

Now let us find the limit relations in domains Д , і — 1, 2, which are filled up by the 

thin discs from г-th level as ε tends to zero. Assuming for a moment that functions are 

smooth, we write their Taylor series with respect to x2 at the point ε(^ + Ь{) and pass to the 

"rapid" variable ξ2 =  χ2/ε. Then (5) takes the form

ue(x) zz Uq (xi, e(j + 6j), x3) + єкУІ'\х, ξ2), x Є G ^ ( j) , (7)

fc>l

where x (χχ, x3), and

τ/M fr c ί (6  - j  - bi)m дти\_тп .
Vk (*» 6 )  =  2 ^  ---- --------+ bi)« *3, 6  - j)

m —0

, (6  - І  - Ьі)к дкиго , , . , L Ν 4
+ ---- -------^ - ( χ ι ,  εθ + бі), χ3)· (8)

2

Further we will indicate arguments of functions only if their absence may cause confusion.



The outward unit normal to the lateral surfaces of the thin discs except a set of zero 

measure is as follows:

ve(x)
>/l + 4_1г2|/^(г)|2

i V  x Є S<‘\ і =  1, 2, (9)
2 r 2 r

where " + " and " —" refer, respectively, to the left and the right parts of the lateral surface 

of each thin disc. Obviously, (1 + £24-1|/г'(г)|2)~2 =  1 + 0 (ε2), ε —> 0.

Again with the help of Taylor’s formula we obtain

tfoKM) = 4 № " (n ,  e(j + Ь<), Із)) + < (  · ) Σ ^ ν ? ( * .  6, t). x є C f . (10)
k> 1

Let us put (7) into (1) instead of ue. Taking into account (9), (10) and that the Laplace 

operator in the variables (χ, ξ2) has the form Ax = Ax + ε~2^  and collecting coefficients 

of the same powers of ε, we arrive at one-dimensional boundary-value problems with respect 

to ξ2 for functions VI'3.

Problems for VI'3 read

a?,6 v r  = 0, f e e { - ψ + ί  + Κ ψ +} + !><), ( n )

tib v ; ! = ο, ξ2 = ± 'ψ + ]  + ύ,.

where δζ2 = δ22ξ2 — Here the variables x are regarded as parameters.

It follows from (11) that VI'3 do not depend on ξ2. Therefore, V{'3 are equal to some 

functions ψι\χι, e(j + bi), x3), x Є Ge\j), which will be defined later. Then, due to (8) 

we have

u\~(xь e(j + bi), x3, 6  - j )  =  Ψι \χ ι , z(j + bi), x3)

-  ( 6  -  j  -  bi)dX2u ^ { x x, e ( j  +  bi), x:i), x Є G{;\j). (12)

Boundary-value problems for V2'3 and V2'3 have the view

=  ( ^ X U0 ^ o ( U0 ) +  /o )|x 2 =eO+bl)> ^2 Є  I h l ( r ) { j ) l

±<9ξ2 =  (2~1Wxh1 · Vi'Uo _ - $i(ul'~) + 5ptig0)\X2=e(j+bi), b  =  + j  + bx,

(13)

and

^  =  ~  ^ o ( u O  ) f o ) \ x 2 = e ( j + b 2 ), £2 £  ^ h 2( r ) { j ) i

±δξ2ν 2'3 — (2~lVxh2 · VxUq — δα^ϋ2(ηΙ’ ) + <̂ д<7о)|х2=е(.?+Ь2)> £2 =  + j  + b2,
(14)

respectively, where <5ад, are Kronecker’s symbols.

The solvability conditions for problems (13) and (14) read

— diyr(hx Vi'Ug’ ) + ^i^o('uo ) "1“ 2i9i(uq ) = /ti/o + 2δβ}χgo,

x2 =  e{j + M , r Є (d0i d\), (15)

— divi (/i2V i Uo ) + h2d0(u2Q' ) + 2δαιχΰ2(ηΙ' ) =  h2f0 + 2δβ^0,

=  z ( j  + b2), r  Є (d0, d2), (16)

respectively.

Putting (7) into the Robin boundary conditions on Qe \ we get

dru 0'~ + ΰ χ (η 0'~) =  0, x Є Q^\  x2 =  e ( j  + bx), (17)

dru0' = 0 ,  x Є Q^2\ x2 =  ε(_) + b2). (18)

In order to find conditions in joint zone Qq0) we use the method of matched asymptotic

expansions for outer expansions (4), (7) and an inner expansion which will be constructed

in the next subsection.

2.2 Inner Expansion

In a neighborhood of joint zone Qq0) we introduce the "rapid" coordinates ξ =  (ξχ, ξ2), 

where ξι =  — (r — ά0)/ε and ξ2 = χ2/ε. Here (r, x2, Θ) Є R 3 are cylindric coordinates: 

r = \Jx\ + x\, tan(/9) =  χΆ/χχ. The Laplace operator in the coordinates (ξι, ξ2, Θ) has the 

form
л _2 д _i 1 d I d 2
Δχ =  ε Δ ξ — ε ---- + ΰ -------- Т\2 ~ят.' 19

do-εξχδξι (do - εξ,)2 δθ2

We seek the leading terms of the inner expansion in a neighborhood of in the form

uE(x) ss (x)\r=d0 + ε (Ζ 1(ξ)δΧ2η (̂χ)\τ=άΰ

- (ί?(χ2)Ξι(0  + (1 - η(χ2))Ξ2(ξ))θΓη^ (x)|r=do) + . . . , (20)

where Ζχ, Ξι, Ξ2 are some functions, which are 1-periodic with respect to ξ 2 and defined in 

the union Π := Π+ U U Π2 of semiinfinite strips

Π+ =  {( £  I 2 : ξχ > 0, ξ2 Є (0, 1)}, Π- =  {£ Є R 2 : 6  < 0, 6  Є h ( d 0)} , і  =  1, 2,

(see definition of U(do) in Section 1), η is some function, which will be defined from matching 

conditions.

Putting (20) into the differential equation of problem (1) with regard to (19) and into the 

corresponding boundary conditions and collecting coefficients of the same powers of ε, we 

get the junction-layer problems for functions Z x, Ξ 1; Ξ2. Functions Ξχ and Ξ2 are solutions 

to the following homogeneous problem:

in Π,

on (<9IIj“ U θΠ2 ) n  {£ Є R2 : ξχ < 0},

ΔξΞ =  0

<%Ξ = 0

% Ξ = 0

:1ξ2=0 =  ^ Ξ Ι ^ Χ

(21)
on M n ^ e R 2 : 6  =  0},

p  =  0 , 1 ,  ξ χ >  0.

Main asymptotic relations for functions Eb Ξ2 can be obtained from general results on 

the asymptotic behavior of solutions to elliptic problems in domains with different exits 

to infinity (see, for instance, [25]). However, for domain Π, we can define more exactly the 

asymptotic relations for junction-layer solutions Ξχ, Ξ2 in the same way as in papers [20, 15].



Proposition 2.1. There exist two solutions ,=4 , r ,2 Є Я ^ ^ П )  to problem (21), which have 

the following differentiable asymptotics:

ξι + 0(βχρ(-2πξχ)), ξι -> +oo, ξ Є Π+,

a j1} + 0(ехρ(ηΗϊ1(ά0)ξι)), ξι -> -οο, ξ Є Π ” , (22)

Κ 1(ά0)ξι + α {2) + Є>(ехр(тг/і2 χ(^0)ξι)), ξι -> -οο, ξ Є Π2 ,

ξι + 0(βχρ(-2πξχ)), 6  -> +οο, ξ Є Π+,

Ξ2 =  { Κ\ ά0)ξι + α {2 ] + Ο(βχρ(ηΗχ1(ά0)ξι)), ξι -> -οο, ξ Є I lf , (23)

<42) + 0(ех■ρ(ττ^1(ά0)ξι)), ξι -» -οο, ξ Є Π2 .

Яеге Я Й1І0С(П) =  {u : Π —» R : ω(ξχ, 0) =  ιι(ξι, 1) for any ξι > 0, u Є Я ^П я ) for any

R > 0}, Пя = {ξ Є Π : — R  < ξι < R}; α χ\ α2\ і — 1, 2, are some fixed constants.

Any other solution to problem (21), which has a polynomial growth at infinity, can be 

represented as a linear combination c0 + ΟχΞχ + c232.

Function Zi is a solution to the following problem:

(24)

Similarly to [20, 15, 24] it is easy to verify that there exists a unique solution Z\ Є 

Я/юс(П) with the following asymptotics:

<9(βχρ(-2πξχ)), 6  -> +oo, ξ Є П+,

Z =  { -ξ2 + ^ + α (ζ ) + Ο(βχρ(πίι,ΐι((10)ξι)), ξι -> -οο, ξ Є Πχ~, (25)

- 6  + Ь2 + а {3 ] + Ο (β χ ρ(π^1(ώ0)ξι)), ξι -> -οο, ξ Є Π2 ■

Now let us verify matching conditions for outer expansions (4), (5) and inner expansion 

(20), namely, the leading terms of the asymptotics of the outer expansions as ξχ —> ±0 must 

coincide with the leading terms of the asymptotics of the inner expansion as ξχ —> ±oo. Near 

the point (χχ, e(j + bi), x3) e Qq0) function has the following asymptotics:

uo(x) ~  s(J + bi), x3)\r=do + e ( 6  - j  -  bi)dX2u$ (xi, e(j + bi), x3)\r=do

— εξχ<9Γΐί^(χχ, e(j + bi), Хз)\г=л0 + · · · as ξχ —» 0+, (x) Є Ωο.

Taking into account the asymptotics of Zx, Ξχ and Ξ2 as ξχ —» -boo, we see that the matching

conditions are satisfied for expansions (4) and (20).

The asymptotics of (5) in the neighborhood of (χχ, e(j + bi), x3) Є Qq0) are equal to

uo~ (x l, e{j + bi), X3)\r=do + z (v i]{xi, £(j + bi), X3)|r=do

- ξχ5Ι.«ο’“ (χχ, e(j + bi), x 3 ) | r = d 0 )  + · · · as ξχ -> 0-, X  Є G {'\j), i =  1, 2. (26)

- Δ ξΖ =  0 in Π,

db Z =  -1 on (<9nf U дЩ ) П {ξ Є Μ2 : ξχ < 0}

=  0 on <9Π Π {ξ Є Μ2 : ξχ =  0},

,Z \b=b =  %2Z\i2=i, ρ =  0, 1, ξχ > 0.

It follows from (22), (23) and (25) that the first terms of the asymptotics of (20) in the

neighborhood of (xx, e(j + b{), x3) Є Q(00) are

«0 (^ 1 , e(j + bi), x3)|r=do + є (а {31)дХ2и+(хи e(j + bi), x3)\r=do

- + 6χ)) + (Ηχι(ά0)ξι + q^1})(1 - η(ε(ϊ + bi))))dru+(xi, s(j + 6χ), x3)|r=d0)

as ξχ —> —oo, x Є G^\j), (27)

<(χχ, ε(] + b2), х3)|г=£г0 + ε (а {3 ]дХ2и£ (χχ, e(j + b2), x3)|r=do

- ((/ι2“1(^ο)ξι + α {χ))η(ε(] + b2)) + a - η (ε^ + b2))))dru£ (χ χ, e(J +b2), x3)|r=d0)

as ξχ —> — oo, x Є Gf\ j). (28)

Comparing the first terms of (26), (27) and (28), we get

u o ( x ) =  u o~(x )·, x Є Q (00), X2 =  ε(] + bi), i =  1, 2. (29)

Comparing the second terms of (26), (27) and (28), we find that

φ[ι\χ) =  а {3г)дХ2и^(х), x Є Q (0°\ х2 = є(] + Ьг), і =  1, 2, (ЗО)

and

(1 - rfhxl (d0)dru£(x) =  drUo~(x), х Є Q (00), x2 =  e(j + bx)
(31)

Vh-2 1 (d0)dru^(x) =  дги0’~(х), x Є Q (0°\ x2 =  ε(] + b2).

Since the points {e(j + bi) : j  = 0, iV — 1}, i =  1, 2, make up the ε-net of the segment 

[0, I], we can extend equalities (12), (15), (16) in domains Д , equalities (17), (18) in 

and Qq2\ respectively, and equalities (29), (30) and (31) in As a result, from equalities 

(31) we derive the relation

=  ; 2,-1 , -2 є (0, 0 ,
^ Ιν ^ Ο / ^ τ ^ ο  \r=do +  ^ 2 (^ 0  |r=do

and obtain

drv,Q ^i(^o)^r^o h/2(do')drV'o 5 x G Qq \

By virtue of (29) and (30) we can define φχ as follows:

Ψι \χ ) =  а (3г)дХ2иг0’~(х), x Є Di, і =  1, 2.

2.3 The Homogenized Problem

With the help of the first terms Uq , u0’ and of asymptotic expansions (4) and (5) we 

define multi-sheeted function

t4(x), x Є Ω0,

U 0(x) =  { «o_ (x), x Є Dx, 

u0’~(x), x Є D2,



or in a short form U 0 =  ( i *q , Ц)’” , Uq '” ). It follows from the foregoing that the components 

of function U 0 must satisfy the relations

—A uq + Oo(uq ) =  /0 in Ω0,

dPx2uo\s- =  dx2uo\s+, P =  0,1,

-div*(/ii(r)VSMo~) + hi(r)d0(u0'~)

+2,$i(tio ) =  ίΐι(Γ)/0-\-2όβ'ΐςο in D\,

d„ul’~ + іїі(и0'~) =  0 on Q{01],

—div£ (jl2 (f ) Vx'Uq ~ ) + ^2(r)t?o(ttJ’“ )

+25α,ι*Μ«ο_ ) =  Лг(г)/о + 20/3,1̂ 0 in D2,

duu20’~ =  0 on Q(2\

< | q(°) =  mJ’“ |q(0) =  “ 0 IqW.

druJ  =  hi(do)dru l'~ + h2(d0)dru20'~ on Q (00).

These relations form the homogenized problem for problem (1).

We introduce space V0 := L2(Q0) x L2(Di) x L2(D2) of multi-sheeted functions with the 

scalar product

(32)

2

UiVi dx,
Ώο j_i »/£>>

(u, v)v0 = / Uô o dx + ^ 2
J Ωη «· i J D1

where

i
w0(x), X  Є Ω0, ґ ^o(^), ж є Ω0,

■^(x), ж Є D i, and v(x) =  < і>г(х), х Є D u 

1*2(x), X- є D2, I w2(x), X є Дг,

or in a short form u = (u0, г*і, г*2) and v — (г>о, ι>ι, v2), belong to Vo- Also we introduce

anisotropic Sobolev space of multi-sheeted functions

Ήο := {u = (i*o, г*і, г*г) Є Vo : t*o Є Η Χ(Ωo), Wo|s- = 'Uols+i

3 ^Ui G Z/ (Z) )̂, j  1,3, z 1, 2, t*o|q(o) *̂1 |q(°) ^2|qw}

with the inner product

(u, v)Wo =  / (Vito ■ Vv0 -I- u0v0) dx + ^  / (Vi'Uj · + и ^ і )  dx.
«/Ω0 =̂1 J Di

It is obvious that Ή 0 is continuously embedded in V0.

A function U 0 =  (uq , ul'~, Uq~) Є Ήο is a weak solution to problem (32) if for any 

function φ =  (</?o, v7!, Ψ2 ) Є Ho the integral identity

[  (Vuq · ν φ 0 + ϋ0(ιιύ)φο)άχ + Σ  [  hi{r )(^xuo
J Ώο i=\ JD{

LPi + i50(uo )ipi)dx

+2 / di(uQ' ) ψι dx + hi(dx) / t?i(uo ) φ1 dax + 2δαΛ /  d2(uQ' )φ 2άχ 
JD 1 JqW 7d2

/ /0</?0 dx + ^ 2  (hifo + 2<5/зд£о)<л dx
J Q.о г=1

holds.

Using the properties of functions similarly as in [16] we can prove that there exists a 

unique weak solution to problem (32).

3 A pproximation  and A symptotic  Estimates

Let U 0 = (г*о , u0'~, u20'~) be the unique weak solution to problem (32). W ith the help 

of U 0 and solutions Z\, Eb Ξ2 of junction-layer problems (21) and (24) we construct the 

main terms of expansions (4), (5) and (20). Consider smooth cut-off function Xo(r), which 

is equal to 1 as \r — d0\ < <50/2 and 0 as \r — d0\ > δ0, where δ0 Є (0, δ) is some fixed 

number. Matching the outer expansions with the inner expansion with the help of χ0, we 

define approximation function Re\

RE(x) := R+(x) =  u£(x) + εχ0(τ)λί+(ξ, x2, Θ), x Є Ω0, (33)

Re{x) : =  Щ'“ (x) =  Uq~(χ ) + ε (?i dX2ulf  (χ) + χ0(г)ЛЛ“ (^, x2, Θ)) ,

x e G f ( j ) ,  * =  1,2. (34)

Here

λί+(ξ , X 2 , 6») =  ^ ΐ ( Ο 5 Χ2ω0 |r=do + (6  - Φ ' 2 ) Ξ χ ( 0  - (1 - r?(x2))H2(0)^r<|r=do,

лАг-(е, x2, θ) =  ( ^ ( o  - m 2))dX2u+\r=,do

+ № ( ξ ι ,  Z2) -  77(x2)H j( 0  -  (1 -  77(χ2))Ξ 2(0 )5 ,  

where Vi(s) := —s + [s] 4- b, + a ^ ,  [s] is the integer part of s Є M, i =  1, 2, and 

3M£i, X2) := Κ 1(ά0)ξι(1-η(χ2)),
-1 t j  \c \ 6  < 0, x2 Є (0, I).

1 . ®г) := h2 (άο)ξιη(χ2),

Obviously, Re Є Hr.

Theorem 1. Let f0 Є Я 3(Ω1), a j2/ 0|s- =  dpxJ Q|s+, p =  0, 1, Є H l (Di).

Then for any μ > 0 there exist positive constants ε0, c0 such that for all ε Є (0, ε0) 

the difference between solution ue to problem (1) and approximation function Re defined by 

(33) and (34), where U 0 = (Uq , u0’~, u2q~) is a weak solution to problem (32), satisfies the 

inequality

||ие - ЛеІІячп.) < Co (ІІЛ - /оIIί/2(Ωε) + ε1~μ + εδα'ι(2-α)+α~χ + ε ^ 1! ^  - УоІІЙ^))- (35)



Proof. Discrepancies in domain Ω0. It follows from the first two relations in (32) and 

from the theorem’s assumptions that <922Х2Цj"|5- = ^ l2X2ut\s+· Then, according to the 

properties of Z\, Ξχ, Ξ2 and , function R f  satisfies the boundary conditions of problem 

(1) on дПє Π <9Ω0.

Problems (21) and (24) imply

Αξλί+ =  0, =  0 ξ Є П, х2 Є (0, 0, Θ Є [0, 2тг], і =  1, 2. (36)

Let us consider the obvious equality 

Δχ(χο(τ)λί) =  divi (A/'Vi xo(?')) + V i Xo(r)· ν ίΛ/' + χ0(^)ΔίΛΛ, λί =  λί(ξ, x2, θ). (37) 

Using (19), (32), (36) and (37), we get

-AR+(x) - fe(x) =  f 0(x) - fe(x) - ΰ 0(u£(x)) + Χο{τ)(ν~18ξιλί+(ξ, x2, Θ)

-2δ2ί2Χ2λί+(ξ) x2, Θ)) - £divx(j\f+\il=_(r^do)/£VxXo(r)) + χο(τ)δςιλί+(ξ, x2, Θ)

-£Xo(r)d2X2X2N + {ξ, x2, Θ) - e r- 2xo(r) δ2θθΝ +{ξ, x2, Θ), ж є Ω0. (38)

We multiply (38) by a test function ф Є Ηε, integrate by parts in Ω0 and take into account 

the boundary conditions, satisfied by /?+. This yields

J Ωο 

where

(Vi?+· \7φ+ΰ0(Ηε )φ) dx- f  drRpipdax- f  /Εψ ώ  =  /0+(β,ψ) + .. . + /4+(ε,ψ), (39)
J  Θ ε J  Ωο

/0+(ε, φ) := ί  (/ο - ί ε)φάχ,
J Ωο

Λ+(ε> Φ) ■= ί  (M Rt) - ̂ 0« ))φάχ,
J Ωο

Ι2{ε,Φ) := ί  Χο[r~ldixN+ - д2Х2ЬЯ +)ф0х,
J Ωο

/3+(ε, φ) \= ε ί  λί+ν χχ0 ·\7χφάχ+  ί  χ'0ϋξιλί+φ dx,
J  Ωο J  Ωο

/ / ( ε ,  φ) : =  ε ί  χ0δΧ2λί+δΧ2φ dx + ε ί  Γ~2χ 0δθλί+δθφάχ.
J  Ωο J  Ωο'Ωο J  Ωο

Discrepancies in the thin discs. One can readily check that

drRlГ“ £ -ΰχ(u j’ ) - εΥι ( γ )  δ Χ2ΰ χ(η0’ ), x Є Q^\
(40)

drRI' = 0 ,  χ Є q ¥\

drR r  =  EYi ( y )  d2rx/ f  + drR t , x Є Θ « , і =  1, 2. (41)

Taking into account (9) and that functions hi are constant in a neighborhood of d0, we derive 

that

dvRli = T t t F ^ P M ^ F  ( ±Гі ( t )  ±Χο^ (ΛΛ’ |ξ2=χ2/ε)

-\Vxhi · Vx(u1q~ + εΫζ ( ^ )  dX3uj;-)) , x Є S?\ i =  1, 2, (42)

where " + " and 11 —" refer to the left and the right parts of the lateral surfaces of the thin 

discs, respectively.

Relations (19), (32), (36) and (37) yield

-A R l’-(x) - fe(x) =  f 0(x) - f e{x) - i?0(ito_ )

+Xo(r)(r-1%7Vi’-(e, x2, θ) - 2δ2ξ2Χ2λί^(ξ, x2, θ)) - ε<ϋν*(ΛΛ·-|€ι=_(Γ_*)/βν*χο(0) 

+Х0(г)<%-ЛЛ’~(£, x2, θ) - εχ0^)δ12Χ2λίί’-(ξ, x2, θ) - εχ0(τ)Γ-2δ2θθ̂ ί’-(ξ, x2, Θ) 

+vs(inhi(r)) · v st4’- - £div(Ft v (a ea«*’-))

-2(1 - i ii2(l - δα>1))Ь7\гЩ (4~ ) + 2δβι1 hr\r)g0(x), x Є G « . (43)

Consider the integral identity

/ , Ί - / г т т ' і ^ і . , /  Μ2 ^ σ* = [  .. .v d x - e  [  . Y i ( — ) dX2 ipdx, i =  1,2, (44)
2γ/1 + 4 :ε2|/г'(r)I2 7g 1̂) 7σ^ι)

where Vi(s) = — s + [s] + bi and [s] is the integer part of s, φ Є H l {G^) is an arbitrary 

function. We multiply (43) by a test function ф  Є Ηε and integrate by parts in G^\ using 

(44) and taking into account relations (40), (41), (42). This yields

I  (VRl~  ·ν φ  + Μ Κε~)Φ)άχ + ε Ι ϋχ{Ρ\~)φάσχ + ί  ϋχ{Ριε ~)φάσχ
J gy’ Jsil) J qW

+ θΓΡ+φάσχ - [  f εφ ά χ - ε β [  дєф<Ьх = Ιο~(ε, Φ) + · · · + ΐ)'~{ε, Φ) (45) 
J&Y' JgY> Js(']

and

f  j y R 2E'~ ·ν φ  + \40(Ρ\'-)φ)άχ + εα ί  ΰ 2(Ρ2ε'~)φ άσχ + ί  drR+φ άσχ 
Jgy] J ті2) 7θ'2)

- [  f  еф ά χ - ε β ί  дєф άσχ = Ιο~{ε, φ) + ... + Ι 2'~(ε, φ) (46) 
Jg)2’ J ті2)

for all ф Є Ηε, where

Φ) ■= ί  , (/θ - ίε)φάχ,
J  g e

ε ,φ ) := /  (ϋ0^ - ) - Μ < Ί ) φ ά χ ,
J  g f

ε> := ί Χ ο ^ δ ξ , λ ί 1'- - δ2Χ2ξ2λίί’~)φάχ,

V'■'ο

Ι\

ΤΙ

2

Γ ’■“з

Γ ’
4

/ r

JGii]

ε , φ ) : = ε ί  Лґг·~\7χχ0 ■ \7χφ dx + ί  χ'0δξιλίι’~φ dx,
J g[1) J gw

ε , Φ ) · = ε  χο δΧ2λίι~δΧ2φάχ + ε τ~2χ0δθλίι ~δθφ dx,
J  G f 7 σ ' ι)

ε, φ) := ε /  У* ) δΧ2(φ ν £υ%~ ■ V i In hi) dx 
7gw ν ε /

+ε ί  Yi ( — ) V(<9X2Wo’~) · νφάχ , і =  1, 2, 
,ус «  \ ε /



Ιβ~(ε, гр) := —ε f  ■.....£ίί °̂, ^  : άσχ — 2ε ί  Υχ ( — ) h^1 дХ2(дх(и^~)гр) dx
6 V ; J s ^  У і  + 4-%2|/г;(г)|2 У0(і) V e /  ' '

+ε ί  ΰι (Rl~)ipdax -\- [  №x(Rl~) - ΰχ(40~) - εΫχ ( — ) дХ2іїх{и10'~))гр dax,
J  Si J  Qe V ^ /

Ιβ'~{ε, гр) := — ε5α ί ί  ' 2 L =  dax
6 у ,Ψ ) аЛ J sm v/ l+ 4 - 152|/i'(r)|2

-2е5ад ί  Υ2 ) /і2"19Ж2(^2(«о_ )^ )^ ж + £а ί  2 ^2 (^~ )φ ά σ χ,
J Gt ^ J r £2

l l ’~(ε, ψ ) -.= εδβ ι ί  --- = 6?σχ
7  ̂ ; *  Λ '1» ν /1 + 4-1ε2|/ι'1(ΟΙ2

+2εδβΛ ί  Υχ ( — ) h~ldX2(g0-ip)dx - εβ ί  geipdax, 
j Gw \ ε / j 5(i)

Ιγ'~(ε, ψ) := εδβ ι ί  ........9οΦ_ _ ^
Λ<2> v/l + 4-%2|/i'(r)|2

+2ε^,ι ί  Υ2 ( — ) Ь,2хдХ2(д0гр) dx - εβ ί  geipdax. 
j Gm \ ε / j τ<2)

Asym ptotic estimates. After summing (39), (45) and (46) we see that function Re 

defined by (33) and (34) satisfies the integral identity

/  (Vi?£ · V-0 + г?о(Дї)'0) dx + ε / ί91(/ϋε)?/’ άσχ + /  dx(Re)ipdax
Jci€ JsiJ) Λ?^

+ εα [  ti2(Re)ipdax - ί  / εψ ά χ - ε β [  geip dax = Fe(ip) (47)
J r i2) J Ωε І5І1)иТ̂ 2)

for any гр Є Я £, where F£(?/>) := /*  + .. . + /*  + /5_ + /6_ + / f ,  /*Г := /*~ + / f ’“ , A: =

О Д  7m :=  J m  +  7m> ™  =  M -

It follows from (3) and (47) that

[  (V(i?e - ue) ■ Х7гр + {ti0(Re) - іїо(щ))гр) dx + ε ί  (Ox(RE) - ϋι(ηε))ψ dax
J ne Js[l)

+ ί  (ΰι(7?ε) - ΰι(ιιε))ψάσχ + εα ί  (O2(RE) - ії2(иє))гр άσχ =  F£(iJj) (48) 
JQY‘ J t<2)

for all ψ Є Ηε.

Now we are going to estimate Fe(ip).

With the help of Cauchy-Schwartz-Bunyakovskii inequality we obtain

IIq (e, Ip) I < IIΛ - /o|Ua(Oe) ІІ^ІІЯЧП,)·

Rem ark 3.1. Here and further all constants сІ5 C, in asymptotic estimates are independent 

of ε.

With the help of (2), Taylor’s formula and Cauchy-Schwartz-Bunyakovskii inequality we 

derive that

!Λ+(ε, Φ)\ = ε ί  ΰ'ο( · )ΧοΝ+Ψ 
J Γίο

dx

Similarly we estimate i f .  Thus, \Ιχ(ε, гр) \ < εΟχ Н^Ця1̂ ) ·

Since functions 9ς1Λ/,+ , ^χ2ξ2Α/*+, δ12ξ2Λίι~ exponentially decrease as |ξι| —> oo

(see (22), (23) and (25)), then from Lemma 3.1 in [6] we derive that

Vyu > 0 3C2 > 0 3ε0 > 0 Υε Є (0, ε0) : |/^(ε, гр)\ < ε1~μ0 2\̂\\Ηι ^ ).

The integrals in /^(ε, -0) are in fact over

supp(x0(r)) П Ωε =  {x Є Ωε : δ0/2 < \r - d0\ < δ0},

where, according to (21) and (24), functions λί+, д^ЛҐ+, are exponentially small,

and function ΛΛ'~ can be estimated by some constant ex. Thus,

І/^(е, 0)1 < єС3\\гр\\нЧпс).

The integrals in are over {x Є I < ^0} and they can be estimated,

extracting if necessary the exponentially decreasing part in the corresponding integrand and 

then using Cauchy-Schwartz-Bunyakovskii inequality. Consider, for example, the integral

)2 i< + 
X2X2u0 |r=doodX2N 1' dX2ipdx =  ί  Χο ((Ζχ - Yx)d';

J g y ' J g Y ' 4

~(K\d0)ix + Ξι - Ξ2)η'drû \r=do 

+ ( Κ 1(άο)ξχ(1 - η) - ηΞχ - (1 - η)Ξ2)θ12̂ |r=do) дХ2гр dx

< с2||̂ ||я‘(П£
' I L · ^

Ϋχ I2 dxdt

+ \\α[1)η + а {2\і - η) + (α[1} - α {2 ))η,\\ι2{̂ ))

+ \JJ^{1) X»\kx 1 (do)ξ 1 + (Ξι - a[lS>) - (Ξ2 - Ck^)12 dx

+  \j1 Χ° ^ Ξι ~  +  ^  _  ' ^ ^ 2 ~  ^ Г Ч ^ о К і  -  ^ 1 } ) | 2 d x  j

< c3 Н^НяЧп.) (V ^dd^W Zx - Fi||L2(nr) +

+ \/2πΙά0ε ||/гг ^do)^! + (r,! - a[^) — (zl2 — « 21))||L2(n-)

-\-\/2πΙά0ε \\η(Ξχ - α[1}) + (1 - η)(Ξ2 - hx \ά0)ξχ - ol{2]) lL2(nr) I >



where |G?i1) I is the measure of <^1}. Relations (22), (23) and (25) show that the norms in 

the right-hand side of the last inequality are bounded in ε. Similarly we can estimate the 

rest of the integrals in /*(ε, φ). As a result, we obtain

I If  (є, VO І <  z C 5 \Шнцпє)·

Rem ark 3.2. Constants C3 and CA depend on

0M
sup

x e Q (00), te (0 ,T )

-'4 (χ)
д х^д х^д х?

ct\ — θί\ + θί2 -Ь с*?з 2, Оік > 0, к — 1, 3.

Extending homogenized problem (32) periodically in x2 through the planes {.x Є R3 : x2 = 

0} and {x Є R3 : x2 =  i} and taking into account the assumptions for f0 and g0, by virtue 

of classical results on the smoothness of solutions to boundary-value problems we conclude 

that these quantities are bounded.

Since /о is smooth, then 8X2Uq~ Є H 1(D i), і =  1, 2. Consequently,

2

|/5"(ε , VOI < ес4 УХ\\иГ\\Н > щ  + 11̂X2ад0_ ІІЯі(О,))ІІ^І|яі(Пе) < е С 5\\-ф\\н і {пє).

г= 1

In order to estimate 1$ we consider summand Iq’~ when а  =  1. Obviously, the second 

integral in l}~ can be estimated by ес5||̂ ||яі(пе)· Using Taylor’s formula and obvious 

equality
1 a2 - 1

1 _  ± = (a2 + a φ  0)
a cr + a

we derive that the sum of the first and the third integrals in /g’ is equal to

4—1,3 [  __________ Μ Μ ί Μ ί ΐ Μ __________ rln

Js<2> 1 + 4-1є2|/г'(г)|2 + y i  + 4-%2|/i'(r)|2 1

ε2 [  ^2(· ( — ) dB2Uo + XoA/"2, )V> dr + ε [  Μ Κ ε)'Φ άσ·
Jsi2) v ε '

=·. Λ(ε, φ) + ^ (ε , ν’) + Λ(ε, '0)·

W ith the help of (2) and (44) we obtain Ψ) + J2(e, ф)\ < єсб\\ф\\нцпє)· Taking

into account (2), properties of the trace operator and the fact that / 0 is smooth, we get 

I«Με, ν’)! <  єс7\\ф\\нцсіе). Thus, in case a  =  lw e  have

|/62,_(ε, φ )I < ес8\\ф\\нцие)·

In case a > 1 with the help of (44) we obtain ф)\ < е“_1с9||0||яі(гг£)·

Similarly to 1%’~{ε, φ), we estimate /6г "(ε, φ) and / f  (ε, φ). As a result, we get

VO I < єС'бЦі/’ІІяЧПе)

and

\ і л ί (ε + Ibo - 9є\\ьЦ0і))\\Ф\\нЦпе), /3 = 1,
|/7 (ε , ν’)! <  c 7 <

і  ε Ц^ЦяЧПг), β > ι .

Thus,

\Ρε(Φ)\ < C8(\\fe - /о\\̂ (пє) + ε1 μ + εδα·ι('2 α)+α 1 + εβ 1|І5,Є — 5,о|| ,̂(2?1))||'0||я1(ггє), (49)

where μ > 0 is an arbitrary number. Setting in (48) φ := Rs —uE and using (49) and obvious 

inequality

(^(S i) - tfi(s2))(si - S2) > Ci(si - s2)2 Vsi, s2 Є R, i =  0, 2, 

which follows from (2), we obtain estimate (35). □

4 D is c u s s io n  o f  t h e  O b t a in e d  R e s u l t s

As we can see from the obtained results, the homogenized problem (32) for problem (1) is

a nonstandard boundary-value problems for multi-sheeted function U 0 in anisotropic Sobolev

space Ή 0 (see Section 2.3). This problem consists of three boundary-value problems (in 

domains Ω0 and Д , і =  1, 2), connected with each other by the conjugation conditions (on

q D .

The nonhomogeneous Robin boundary conditions on the lateral surfaces of the thin discs 

in problem (1) are transformed as ε —> 0 into new summands in the differential equations 

in domains Д , i =  1, 2, in problem (32). These summands show us the influence of the 

perturbed parameters a  and β. If a > 1, then summand 2<5Qii'$i('Uo’-) vanishes. From 

physical point of view this means that the outer heat conduction coefficient is too small, and 

we can neglect this heat exchange. If β > 1, then summands 2δβ γς{) vanish, which means 

that the temperature of the environment is too small, and we can consider it equal to zero.

Also functions hi, i =  1, 2, which describe the relative thickness of the thin discs from the 

г-th level, are transformed into the coefficients of the differential equations in domains Д , 

respectively. The variable x2 is involved as a parameter in the boundary-value problems in 

Д , г = 1, 2, which shows us the influence of the type of thick junction Ω£ on the asymptotic 

behavior of solution ue.

From results proved in the present paper it follows that for applied problems in thick 

junctions we can use the homogenized problem (32), which is simpler, instead of the initial 

problem (1) with sufficient plausibility.
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Садовий Д.Ю. Асимптотична апроксимація розв’язку квазілінійної еліптичної крайової 

задачі в дворівневому густому з ’єднанні типу 3:2:2 // Карпатські математичні публікації.

-  2012. -  Т.4, №2. -  С. 297-315.

Розглядається квазіліпійна еліптична крайова задача в дворівневому густому з ’єднанні 

типу 3 : 2 : 2 ,  яке є об’єднанням циліндру Ωο та великої кількості є-періодично розташова

них тонких дисків змінної товщини. На поверхнях тонких дисків з обох рівнів задані 

різні крайові умови третього роду зі збуреними параметрами. Будуються головні члени 

асимгітотики та доводиться відповідна оцінка в просторі Соболева.

Садовой Д.Ю. Асимптотическая апроксимация решения квазилинейной зллиптической 

краевой задачи в двухуровневом густом соединении типа 3:2:2 // Карпатские математи- 

чсские публикации. — 2012. — Т.4, №2. — С. 297-315.

Рассматривается квазилинейпая зллиптическая краевая задача в двухуровневом гу

стом соединении Ωε типа 3 : 2 : 2 ,  которое состоит из цилипдра Ωο и большого количества 

ε-периодически присоедипенньїх тонких дисков переменной толщиньї. На гюверхностях 

тонких дисков из обоих уровней задаются разньїе краевьіе условия третьего рода с воз- 

мущенньїми козффициентами. Строятся главньїе членьї асимптотического разложения и 

показьівается соответствующая оценка в пространстве Соболева.
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С л и в к а -Ти л и щ а к  Г .І.

РІВНЯННЯ КОЛИВАННЯ ОДНОРІДНОЇ СТРУН И  З ВИПАДКОВИМИ  
ПОЧАТКОВИМИ УМ ОВАМ И З ПРО СТО РУ ОРЛІЧА

Сливка-Тилищак Г.І. Рівняння коливання однорідної струни з випадковими початковими 

умовами з простору Орліча // Карпатські математичні публікації. — 2012. — Т.4, №2. — С. 

316-327.

Знайдено умови існування з імовірністю двічі неперервно диферепційовного розв’язку 

рівняння коливання однорідної струни з строго орлічевими початковими умовами у тер

мінах кореляційних функцій. Знайдено оцінку для розподілу супремуму розв’язку такої 

задачі.

В с т у п

При розв’язувані задач математичної фізики часто потрібно враховувати вплив ви

падкових факторів, що можуть мати різну природу: Випадкові крайові та початкові 

умови, випадкові коефіцієнти, випадкова права частина та інші. У  зв’язку з цим вини

кає необхідність в аналізі, що виражає ймовірнісну специфіку розглядуваної задачі. В 

залежності від типу задачі, специфіки випадкових факторів застосовують різні методи 

дослідження.

Вивченню задач математичної фізики гіперболічного типу з випадковими початко

вими умовами із простору Subv(Cl) присвячені такі роботи: Булдигін В.В., Козаченко 

Ю.В. [1], Козаченко Ю.В., Ковальчук Ю.О. [6, 7], Козаченко Ю.В., Сливка Г.І. [8, 4], 

з випадковими початковими умовами із простору Орліча — Барраса де JIa Крус Е., 

Козаченко Ю.В. [11]. Задачі математичної фізики з випадковою строго (^-субгауссовою 

правою частиною досліджувалися в роботах Довгая Б.В. [З, 4]. Рівняння параболічно

го типу з випадковими умовами з простору Орліча розглядалися в роботах Козаченка 

Ю.В. і Береш К.Й. [12]. Посилання на інші роботи, які проводилися в цьому напрямку 

можна знайти в монографії [4].

У даній роботі розглядається крайова задача математичної фізики гіперболічного 

типу про коливання однорідної струни з випадковими початковими умовами з простору

2010 Mathematics Subject Classification: 60G60, 60G17.

Ключові слова і фрази: рівняння коливання однорідної струни, випадкові процеси з простору Орліча, 

кореляційні функції.

Орліча. Знайдено умови існування з ймовірністю одиниця двічі неперервно диференці- 

йовного розв’язку у термінах кореляційних функцій. Для такої задачі отримано оцінку 

для розподілу супремуму розв’язку.

1 В и п а д к о в і  п р о ц е с и  з  п р о с т о р у  О р л іч а

Означення 1.1  ([11]). Парна неперервна опукла функція U (х ) називається С-функ

цією, якщо U (0) =  0 і U (х) зростає при х > 0.

Означення 1.2 ([11]). Будемо говорити, що С-функція u задовольняє g-умові, якщо 

існують такі сталі z0 > 0, k > 0, А > 0, що для всіх x > z0, у > z0 виконується нерівність

U(x)U(y) < AU(kxy).

Означення 1.3 ([11])· Нехай (Т ,р) - метричний простір і є > 0. Позначимо через 

Np (t, є) найменшу можливу кількість точок ε-сітки множини Т відносно псевдометри- 

ки р. Функцію (Νρ(ί,ε),ε > 0) будемо називати масивністю множини Т відносно псев- 

дометрики р.

Нехай {Ω, Im, Р} стандартний ймовірнісний простір.

Означення 1.4 ([11]). Простором Орліча Lu (Ω) випадкових величин, породженим С- 

функцією и(х), називається такий простір випадкових величин ξ (ω ) =  ξ, ω Є Ω, що 

для кожної ξ Є Lu (Ω) існує така константа Τξ, що Eu ^  j  < оо.

Простір Орліча Ьц (Ω) є банаховим простором відносно норми

U\\Lu =  гп/|г > 0 : Eu (J- ^j < 1

Означення 1.5 ([11])· Процес X = {X (t) ,t Є Т} належить простору Орліча Lu (Ω), 

якщо для всіх t Є Т випадкова величина X  (t) належить Lu (Ω).

Означення 1.6 ([11])· Сім’я випадкових величин ξ з простору Орліча (Εξ =  0), на

зивається строго орлічевою, якщо існує стала Сд, що для скінченної кількості ξι Є Δ, 

І Є І  І ДЛЯ будь-якого Х і Є R 1 виконується нерівність

V2

іє і Lu

< С а  ( е

Означення 1.7 ([11])· Випадковий процес X  = {X  (t) ,t Є T}, (X  Є Lv (Ω)) називає

ться строго орлічевим, якщо сім’я випадкових величин X  =  {X  (t) ,t Є T} - є строго 

орлічевою. Випадкові процеси X  =  { X  ( t ) , t Є Т} та Y  =  {Y (t) ,t Є Т} називаються су

місно строго орлічевими, якщо сім’я випадкових величин {X  (t) ,Y  (t) ,t Є T} є строго 

орлічевою.



Теорема 1 ([2]). Нехай ξ(Χ ), Ε ξ(Χ ) =  0, X  Є Т, Т = {(ж, у) |а, < x* < bi, i =  1 , . . . , η} 

неперервне з ймовірністю одиниця випадкове поле. Нехай Β (Χ ,Υ )  =  Εξ(Χ )ξ(Υ ) 

кореляційна функція поля ξ(Χ ). Нехай існують частинні похідні Вгг(Х, Υ) =  °^χΧ0γ ], 

і — 1,2. Β α(Χ ,Υ ) — кореляційні функції похідних в середньому квадратичному 

Якщо існує неперервна з ймовірністю одиниця модифікація поля -j~·, і =  1,.. .  ,п, 

тоді, ця модифікація є звичайною частинною похідною випадкового поля ξ(Χ ).

2 Рівняння к о л и в а н н я  с т р у н и  з  в и п а д к о в и м и  п о ч а т к о в и м и  у м о в а м и

З ПРОСТОРУ О р л іч а  в  т е р м ін а х  к о р е л я ц ій н и х  ф у н к ц ій

Розглянемо першу крайову задачу для однорідного гіперболічного рівняння [9]. Ста

виться питання про існування функції u =  (u (х, у), х Є [0, π], t Є [0, ί]), яка задоволь

няє наступним умовам:

d { du\ d2u

d i  ( р(х)з ї j  - q{x)u ~ p{x) №  = °' (1)

x Є [0, π], t Є [0, Т] , T > 0; 

u(0, t) =  u(n, t) =  0, t Є [0, T]; (2)

u(x, 0) = ξ(χ), =  η(χ), x Є [0, π] . (3)

Функції p — (p(x), x Є [0, π]), q =  (g(.x), x Є [0, π]), ρ =  (ρ(χ), χ Є [0, π]) задовольня

ють умовам:

1. ρ(χ) > 0, ρ(χ) > 0, q(x) > 0, χ Є [0, π];

2. ρ(χ), і р{х) - двічі неперервно диференційовні функції на х Є [0,π];

3. q(x) - неперервно диференційовна на х Є [0,π].

Припустимо, що (ξ(χ), х Є [0,7г]) і (ξ(χ), х Є [Ο,π]) є випадкові процеси із простору 

Орліча і такі, що майже напевно

£(0) =  £(π) =  77(0) =  η(π) =  0. (4)

Позначимо кореляційні функції цих процесів через

Βξ(χ, у) =  Εξ(χ)ξ($), Βη{χ, у) =  Εη(χ)η^), х, у Є [0, π].

Із рівностей (4) випливає

βξ(0, у) = Βξ(χ, 0) =  Βξ(π, у) =  Βξ(χ, π) =  0,

Br,(0,y) =  Βη(χ,0) =  Brl(n,y) =  Βη(χ, 7г) =  0.

Рівняння (1) описує коливання неоднорідної струни із закріпленими кінцями (2) і випад

ковими початковими умовами (3). При цьому випадковий процес £(·) описує початкове 

положення струни, а випадковий процес η( · ) - початкову швидкість.

При використанні методу Фур’є [9] розв’язок задачі шукається у вигляді

В,
u 

k=і

Akcos\/~\kt Η— -J==sin(x,t) =

χ Є [0, π], t Є [0, Т], T > 0;

(5)

де
гтг λ*π

Ак = ξ(χ)Χ/ί(χ)ρ{χ)άχ, Bk =  η(x)Xk(x)p(x)dx, k >  1,
Jo Jo

Afc, k > 1 — власні значення, X k = (Xk)(x), x Є [Ο,π]), k > 1 - відповідні їм власні 

функції наступної задачі Штурма-Ліувілля

^  ip{x)dX^ C' )  - q(х)х(х) + Ар(х)Х(х) =  0, і  Є [Ο,π], (6)

Х(0) =  Х (т) =  0. (7)

Оскільки функції р(х), р(х), q{x) задовольняють умовам 1 - 3, то всі власні значення

Ад:, к > 1 додатні [9], занумеруємо їх так, що Аі < Л2 < Л3 < .. . Л„ < .... Власні функції

Х к, к >  1 - двічі неперервно диференційовні на [Ο,π].

Нехай D  =  [Ο,π] х [0,Т], a C(D) - простір неперервних на D  функцій, який є сепа- 

рабельним Банаховим простором.

Лема 2.1. [9] Нехай Хк, к > 1 і Х к, к > 1 - власні значення і відповідні їм власні 

функції задачі Штурма-Ліувілля (4.6)-(4.7), де функції p, q, р задовольняють умовам 

1. 3. Тоді при k -* oo \Afc =  k + О (£) і для всіх х Є [0, π]

1

π \ Jo \P\U) J  ) k *>1 χ€[0,π]
X k(x) =  \ -sink  / —— du) + — , sup sup \Pk{x)\ < oo.

Наступні теореми є частковими випадками теореми 8 та теореми 9 роботи [10].

Теорема 2. Нехай ξ(χ), η(χ) — випадкові процеси із простору Орліча Ьц(0.). Для 

того, щоб з ймовірністю одиниця в області D існував двічі неперервно диференційовний 

розв’язок задачі (1) (3), що зображується у вигляді рівномірно збіжного за ймовірністю 

ряду (5), достатньо щоб виконувались умови:

1) існували неперервні з ймовірністю одиниця похідні 0 < χ < π;

2) для всіх (x, t) Є D збігаються ряди:

ОО ОО г

Σ  Σ  х к (х) Хі (x) ЕАкАі cos у/Хkt cos y/Xlt + sin у/λ kt sin y/Xit
fe=1(=1 L I

+ 2~̂ χι*Λ cos \fXkt sin y/Xit ] ,



ОО ОО ___  г

Σ  Σ  V h y / X iX k(х )Х і( х )  Е А кА і sin y /% t  sin y/% t + τχΗ τ cos y /% t  cos y/% t
k=l 1=1

—2 cos л/Λ^ί sin

Σ  Σ  ^k\Xk{x)Xi{x) EAkAi cos y/Xkt cos y/Xit + sin y/Xktsin y/Xit
k=l1=1 L

+2 EÂ { cos y/XIt sin y/Xit ;ν'λΤ

3) для η > 1, k =  0,1, 2

sup
|ж-2/|</і 
|t—s|<h

(£Г 0 - ^ ’ (у.«) I3) 1 < «-„(h).

де ak(h) - неперервні монотонно зростаючі функції, такі що ok(h) —> 0 при h —> 0

і виконується умова

І У ' І { ^ +1)  (8)

де σ£~^(ε) - обернені функції до ак(є).

Приклад 1. Нехай ξ(χ) і η(χ) сумісно строго орлічеві процеси з простору Lu(Q), де 

U(x) =  \х\р, р > 2 тобто з простору Lp(Ω). Нехай в умові 8 ak(h) =  C/c|/i|'’i, 0 < <5 < 1. 

Тоді, для того щоб виконувалась умова 8 потрібно, щоб для досить малого ε > 0 збігався 

інтеграл:

ίJ  04

тгсі Λ ί тс! 4 4 р
і  + 1 — f  + 1 du.

lo+ \\ 2us І \ 2us

При достатньо малих ε > 0 дана умова буде мати вигляд:

ґ ( Щ . Щ У d u < D  ґ (±
J о+ V 2ii<s ) J о+ ViiP15

де D — ( —j-fc- ) . Останній інтеграл збігається коли δ > K

Теорема 3. Нехай випадкові процеси ξ(χ) і r/(x), х Є [0,π] є сумісно строго орлічеві 

процеси з простору Ζ/[/(Ω), де U(х) = \х\р, при р > 2. Нехай

Βζ(χ, у) =  Εξ(χ)ξ(ν), Βη{χ, у) = Εη(χ)η{ν).

Для того, щоб з ймовірністю одиниця в області D існував двічі неперервно диференціі- 

йовний розв’язок задачі (1)-(3), зображений у вигляді рівномірно збіжного за ймовір

ністю ряду (5), достатньо, щоб виконувались умови:

1) існують неперервні частинні похідні х , у Є [0, 7Г

В**(х у) -  д4в(х ’УЇ в *(х - д2в(х ’ У)
І1-»)- дх2ду2 . ЩХ > У ) -  дхду >

для достатньо малого h і δ >  ̂ виконуються нерівності

sup (В**(х,х) + Bl*(y,y) - 2В**(х,у)) <C„\h\s
\x-y\<h

sup (в;(х,х) + в;(у,у)-2в;(х,у)) < c u \h\6·
\x—y\<h

2) збігається наступний ряд

ОО ОО

Σ  Σ  еі
к=1 1=1

■ . І Е В к В11

JW І
< оо;

З j для довільних δ >~ виконуються наступна умова

f ^ f k 2 (EA}) i + ^ ψ ΐ λ  <оо .

к=1

Накладемо деякі умови на кореляційні функції βς(χ, у) і Βη(χ, у). Розглянемо задачу 

(1)-(3) гіри р(х) =  р(х) =  1. Продовжимо функції В{(х,у), Βη(χ, у) на всю площину 

так, щоб вони були періодичними функціями з періодом 2π за х і у і щоб виконувались 

рівності

Βξ{-χ, у) =  -Βξ(χ, у) =  Βξ(χ, -у), Βη(-χ, у) =  -Βη(х, у) = Βη(χ, -у).

Нехай

Δτ!Τ2/(χ, у) =  f{x + n ,y  + т2) - f(x+, у + Т2) — f{x + n ,y ) + f(x, у),

а =  д6В^(х,у) ~ = дАВп(х,у)

ξ дх3ду3 ’ η дх2ду3 ’

Теорема 4. Нехай випадкові процеси ξ(χ) і η(χ), х Є [0, π] є незалежні строго орлічеві 

процеси з простору Lu(Q), де U(x) =  \х\р. при р > 1. Для того, щоб з ймовірністю 

одиниця в області D  існував двічі неперервно диференційовний розв’язок задачі (1) 

(3), при наведених вище обмеженнях, зображений у вигляді рівномірно збіжного за 

ймовірністю ряду (5), достатньо, щоб виконувались умови:

1) у продовжених на ВСЮ площину функцій Βξ(χ, у), Βη(χ, у) існують обмежені похі

дні

g g j f e y )  г + 7 = 6  г + ? = 4’
dxldy3 ’ ’ дхгду] ’ ’



2) при достатньо малих т\ і т2, тг > 0, т2 > 0 та деякому η > 0 виконуються умови

/7J  — π J  —π

dxdy < C\
/ π /*7і

/ 
π J  —7

ΑΤιΤ2Βη(χ, y) dxdy < |с2гіг2|7,A TlT2B^[x, у) 

де C l ,  с2 > 0 ;

3) при достатньо малому т > 0 і деякому S > - виконуються умови

/ 7Г /*7Г

•π J  —π
ΑττΒξ(χ,у) dxdy < С3Г

Ρ

ρπ ρπ

' —π J —π
Αττ Βη (.Γ. £/) d x d y  <  С 4 Г

де с3,с4 > 0.

Доведення. Умова 1) даної теореми забезпечує виконання умови 1) теореми 3. Пока

жемо, що із виконання умови 2) даної теореми випливає виконання умови 2) тієї ж 

теореми. Для цього достатньо показати, що

\EAkAt\ <

\ЕВкВі\ <

\kl\3 + 7  :

\kl\
2 + 7 ’

(9)

(10)

де с — деяка стала.

Оскільки, за означенням

ЕАкА і=  / / Bf:(x,y)Xk(x)Xi(y)dxdy,
Jo Jo

Е В кВ і=  ί  ί  Bv(x,y)Xk(x)Xt(y)dxdy, 
Jo Jo

Afc

то інтегруючи частинами і використовуючи, що

Βξ( 0,2/) =  Βζ(π ,ν) =  Х к(0) =  X k(n) =  0,

отримаємо

Отже

Βξ(χ,ν)Χ'ί(χ)άχ = J  —^~ '-  — X k(x)dx.

ЕАкАі =
AfcA / μο Ί Λ

f  д2В і {х,у)

дх2
g(x)B,lx.y) X "(iijX t (xj

* r  (а2в ( (х, у)

Оскільки

о Jo \ дх2

д2В і {х,у) 

дх2

q(x)B((x,y) q(y)Xi(x)Xk(y)dxdy

= Е£(х)£(у), ξ(0) =  ξ(π) =  0,

тобто

ТОДІ

δ2Βζ(χ, 0) δ2Βζ(χ,π)

дх2 дх2

г* ( д2Ві (х,у)

= 0,

дх2 

π ί δ4Βξ(χ, ν) 

дх2ду2

- q{x)B^x,y)j X[\y)dy

- q(x)d Xi(y)dy.
ду2

Отже

ЕАкАі —

+

0 J o

δ4Βς(χ,ν)

дх2ду2
Х к(х)(х )Xi(y)dxdy

/*7Г /»7Г

/ / F(x ,y)Xk(x)Xi(y)dxdy
Jo Jo

де
П/  ̂ n r  \ f \ f \ δ2Βξ(χ,ν) д2 В  ̂{x, у)
F(x,y) =  Bi {x,y)q{x)q(y)---- J - .....q(y)-----^ -- q(x).

дх2 dy2

За припущенням, функція B^(x,y) періодична з періодом 2π за х і у, то F(x,y) - 

періодична з періодом 2π за х і у ітака, що виконується

F(-x,y) =  —F(x, у) =  F(x, —у).

Врахувавши властивості функції F(x,y) і асимптотичні представлення Х к(х) і Хк із 

леми 2.1, інтегруючи частинами, отримаємо

/ F(x, у) sin lydy =  
Jo

/ F(x, у) sin kxdx =
Jo

1 [π d2F(x , y) ,
■■■ sin lydy,

d2F(x, y) .
--— --sin kydx,

ox2·

21

1

2fc

FJ  —π

/•π /·π

/ / F(x, у) sin kx sin lydxdy
Jo Jo 

1 Г-* n  d*F(x,y)

J π J —π4P /2
sin kx sin lydxdy.

Отже

дх2ду2

f  [  F(x ,y)Xk(x)Xi(x)dxdy 
Jo Jo

1

AfcA; fJo

1 1

AfcA; A:2/2

Fix,
sin kx sin lydxdy

,  7_π d x w

- J  J  d Fq *2 V) sin kxPl(y)dxdy

-

Π

π

F(x,y)β^(y)βkxdxdy

_



Аналогічно, використавши непарність функції д в^ х’̂

<94̂ (х ,у )/*7Г П Ті

J  о J о

дх2д у 2 за х і за у , отримаємо

Х к(х )Xi(y)dxdy

1 1
< ---

2π kl

дх2ду2 

π ' π δ6Β ς(χ,ν)/І/
Отже

Розглянемо

\ЕАкАі\ <
1 1

4кЧ3 /π л7г 

■π */—π

дх3ду3

π 86Βξ(χ, у) 

дх3ду3

cos кх cos lydxdy +
di

k2l2

cos kx cos lydxdy
k44'

/ π  /*7Г

/ Вζ(χ, у) cos кх cos lydxdy.

-π J —π

Оскільки, функція В^(х,у) періодична з періодом 2π за х, і за у, то

/ π  /»7г

/ βς (х, у) cos fcx cos lydxdy

•π J  —π/π /»π

У 4(-π «/ —π

7Γ 7Γ
χ + —, у + —) cos kx cos lydxdy. 

k I

Крім того

/7Т /*7Г

/ βξ (x, y) cos &x cos lydxdy 
■π J —π

* 7Γ
=  — / / Βζ(χ + —,y) cos kx cos lydxdy.

J  —π J —π ^

Тоді, враховуючи умову 2 даної теореми, отримаємо

/ π  /*7Г

/ βξ(χ, у) cos &х cos lydxdy

-π «/ —π
1 /*π 

4 / /χ ./ —π «/ —π

А / 7Γ. * , 7Γ .
^ ( x + - , y + y ) - ^ ( x  + -,y)

- £{(х,у + у ) + 5{(х,у)

J /*π /»π

- 4 А Ь тВ^ у)

3 (11) і (12) отримаємо, що виконується (10). 

Оскільки

cos кх cos lydxdy 

c
dxdy <

kl'

EA\ =  E ^(x)Xk(x)dx ) = J3s(x, y)Xk(x)Xk{y)dxdy,

(H)

(12)

то легко довести, що із виконання умови 3) даної теореми випливає виконання умови

3) теореми 3. □

З Оцінки для розп од іл у  р о з в ’я зк у  зад ач і п ро кол ивання од н ор ід н о ї

СТРУНИ

Теорема 5. [5] Нехай (Т , р) метричний компактний простір, N(u) — метрична масив

ність простору (T, p), X  — {X(t), t Є Т} — сепарабельний випадковий процес із просто

ру де для U виконується умова g. Нехай існує така функція σ = a(h), 0 < h <

sup p(t,s), що a(h) монотонно зростає, неперервна і така що sup \\X(t) — X (s) Цу <
t,s€T p{t,s)<h

σ (/?.). Якщо для деякого є виконується умова

Є

J  Хи {N (a(_1)(u))) du < оо, (13)

о

Де

η, n < U(zo)·,
Хи(п)

CvU^~l\n), n >  U (z0),

Сц = k( 1 + υ(ζ())) max(l, A), z0, к, А — константи з означення 1.2, σ ( l>(h) ~~ функція 

обернена до σ(Η). Тоді з імовірністю одиниця випадкова величина sup \X(t)\ належить
teT

простору Lij(Q) та

ω0θ

sup \X{t)\
teT

< ll^(io)llt/ + щ ~ г §у /  Хи (Ν  (σ( du = B (to' 9)>

де t0 — довільна точка з T, ω0 =  a(supp{ta, t)), 0 < θ < 1. Крім того, для будь-якого
teT

ε > 0 має місце нерівність

' f a w o i  > ( і ( Ь ) "  ”

Теорема 6. Нехай в умовах теореми 5Т  =  { 0 < χ < π ,  0 < t < T}, p ((x, t), (χχ, ίχ)) = 

max (|x — Χχ|,|ί — ίχ|). Тоді умова 13 виконується, коли для деякого ε > 0 виконується 

умова

и '~11 ( (йЩГ) + 0 + 0 ) *  < °°'

ω0θ

+ 1 ) ( ^ ТГТТЇГГ + 1 1Β(ί„, Θ) < B(t„, в) =  ||Х((„)||„ + J  хи
2σ(_1)(ΐί) /  \2σ(

та для довільного ε > 0

Р  {sup № )| > ε } < ( [ / ( ^ )



Доведення. Теорема випливає з теореми 5, оскільки в цьому випадку

N(u) -  ( fc (- « (u) + 0  ( г ї Р Ш  + ή  ■

□

Нехай

Ак cos \f\~ht + sin \f\kt 
V Хк

un [x, t) =  Y ^ X k(x)

k=n

Нехай як і в теоремі 2 виконується умова

(E\ S^(x,t) - < a0(h),sup
\x-y\<h 
\t— s\<h

де a0(h) - неперервні монотонно зростаючі функції, такі що a0{h) —* 0 при h —» 0 і 

виконується умова

[  ( [ — —г ------------- h i )  (  , '-l· 1 J J du < oo, (14)

L· vWS ’(«) J V2 ’(«) 1)

де fi,, '''(ί) — обернені функції до σ0(ε). Тоді має місце нерівність

p { s u p M * , i ) l> e } < K ^ ) )  '
де

Θ) < i?(io, θ) — ||ti(xo, ίο)IIί/H-

ωοθωοσ / ,

π  +  1 1 ί  7~ΤΤ7 , + 1 1  I d u .
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УДК 517.53

СОКУЛЬСЬКА Н.Б.

МЕРОМОРФНІ ФУНКЦІЇ СКІНЧЕННОГО А-ТИПУ У  ПІВСМ УЗІ

Сокульська Н.Б. Мероморфні функції скінченного λ-типу у півсмузі І І Карпатські мате

матичні публікації. — 2012. — Т.4, №2. —■ С. 328-339.

Введено характеристику Неванлінни мероморфних у півсмузі функцій таких, що 

/(сг) =  / (σ  + 2πί), та досліджено її основні властивості. Отримано критерій скінченно- 

сті Λ-типу голоморфної в замиканні півсмуги функції /  в термінах коефіцієнтів Фур’є 

логарифма ї ї  модуля.

В с т у п

В 60-70 роках минулого століття американські математики JI.A. Рубел та Б.А. Тей- 

лор [7] (див. також [2], [5]) розробили метод рядів Фур’є для цілих та мероморфних 

функцій. На відміну від класичних підходів за функцію зростання вони запропонували 

брати довільну додатну, неперервну, неспадну і необмежену функцію A (r) і розглядати 

класи А мероморфних функцій скінченного A-типу, тобто таких, що Т(г,/ )  < АХ(Вг) 

для довільного r > 0 і деяких додатних сталих Л і Б, де Т (г ,/) -  характеристика 

Неванлінни функції /.

Цей метод дозволив розв’язати низку важливих задач, зокрема, на основі детального 

вивчення коефіцієнтів Фур’є

2π

ck(r, f )  =  ”  J  e~%ke log \f(re%e)\d0, r >0 , k Є Z,

о

повністю описати множину нулів цілих функцій з класів А.

В даній роботі вводиться і досліджується аналог характеристики Неванлінни для 

мероморфних в замиканні півсмуги S = {σ + it : σ > 0,0 < t < 2π} функцій /  таких, 

що /(σ ) =  / (σ  + 2πί), σ >  0. За допомогою методу, запропонованого Дж. Літтлвудом 

[6], встановлюються співвідношення для коефіцієнтів Фур’є мероморфних в S функцій, 

вводиться характеристика Неванлінни таких функцій, доводиться критерій скінченно- 

сті їх А-типу.

2010 Mathematics Subject Classification: 18В30, 54B30.

Ключові слова і фрази: голоморфна функція, мероморфна функція, функція скінченного Λ-типу, ха

рактеристика Неванлінни, теорема Иенсена-Літтлвуда.

1 Ф о рм у л а  Й е н с е н а -Літтлвуд а  та  х а ра к т е ри с т и к а  Н е в а н л ін н и  

м е р о м о р ф н о ї в п ів с м у зі ф у н к ц ії

Нехай функція /  мероморфна в замиканні півсмуги S = {σ + it : a > 0 , 0 < t <  2π}, 

не має ні нулів, ні полюсів на dS, f  ф  0 і, крім того, /(σ ) =  / (σ  + 2πί), σ > 0.

Через {Sj} позначимо послідовність нулів функції /  в S, Sj =  aj + itj, через {p:j}

— послідовність її полюсів в S. Через S* позначимо смугу S з розрізами {raj + itj}, 

{rRepj+ilmpj}, 1 < r < оо. Нехай sq Є S* і вибране деяке значення log /(s0). Покладемо

l°g /(s ) -  log /(s0) =  J  (1)

SO

де інтеграл береться по деякому шляху в S* U dS.

Нехай η(η, /) лічильна функція полюсів функції /  у прямокутнику Rv =  {σ + it : 

0 < σ < η,Ο < t < 2π}, і

σ

N(cr,f) =  J  η(η,/)άη.

ο

Позначимо

2π

ε°(σ ,/) =  ^  J\°g\f(a + it)\dt. (2)

ο

Аналог теореми Йенсена - Літтлвуда ([6]) формулюється наступним чином.

Лема 1.1. Нехай функція f  мероморфна в замиканні півсмуги S, /(σ ) =  / (σ  + 2πί), 

σ > 0. Тоді

Ν(σ, i )  - N (a ,f)  = α0(σ ,/) - — ο0(σ0, /) + ( - -  1)со(0,/), σ > σ0 > 0. (3)
/ σ0 σ0

Доведення. Припустимо спочатку, що /  не має ні нулів, ні полюсів на dS. Застосувавши 

принцип аргумента, отримаємо

д R v

Межа dRv складається з чотирьох відрізків, тому



Оскільки /  має період 2пі, то / ' також має період 2т ,  тоді

V 

І" ґ { а ) d a  =  І  da ,
/ и / (σ  + 2 m)

і співвідношення (4) запишеться наступним чином

1

2т

2π 2π

f  Пп + Х) _ f  Щ

/(ту + гі) /(*<)

1
=  та(т7,- )  -  п(?7,/). (5)

Проінтегруємо рівність (5) по η від 0 до σ

σ

η{η, j)dv - J  71(77, /)άη =

σ 2 π

f '( r i + it)
σ 2π

—-άίάη
2ττ J  J  / ( η  + it )  2π J  J  / ( it)III /'(»*) dtdr\ = 3 x- J 2. (6)

Враховуючи означення логарифма (1) функції / , другий інтеграл співвідношення 

(6) запишемо у вигляді

σ 2π

J2 = f ί Ο-^άίάη  =  -^-\\ogf(2m) -  log / (0)],
2тг J  J  / ( it)

(7)

o o

Застосовуючи теорему Фубіні до J\, отримаємо

2π σ

/  (r/ + it) _  _L f  [log + it j _  log j ^t)]dt,
/(77 + it) 2 π 

0 0 0

З врахуванням (7) і (8), рівність (6) можна записати наступним чином

ΛΓ(σ, у ) - 7Υ(σ, / )  =  10(σ, f )  - /0(0, / )  + і ^  [log /(2тгі) - log/(0)],

(8)

(9)

Де
2π

Взявши дійсні частини обох боків співвідношення (9), отримаємо

2тг 2π

jV(a, j )  - Ν(σ, f )  =  J  log \f(a + it)\dt - ^  J  log |/(ii)|rft + aCf ,

o o

Де ° !  =  ^ [ Ar§/(°) “  Arg/(27r«)], Arg/ =  Im log/, тобто

Ν(σ, j )  - N  (σ, / )  =  c0(a ,/) - co(0,/ )  + aCf , σ > 0. (10)

З припущення відсутності нулів та полюсів на dS та з ізольованості наявних випли

ває існування σ0 > 0 такого, що /  ψ 0, оо при σ < σ0. Тому з (10) маємо

0 = — с0(а0,/ )  - — со(0, / )  + Cf , σ > 0. (11)
σο σ0

Поділивши рівність (10) на σ і віднявши від неї (11), одержимо

-[Ν(σ, і )  - ΛΓ(σ, /)] =  — Со(сг, /) - — с0(а0, /) + со(0, /), σ > σ0 > 0,
σ j  σ σ0 \σ0 er/

звідки й випливає (3).

При незначній модифікації доведення для випадку, коли нулі чи полюси функції /  

лежать на dS отримаємо рівність (3). □

Позначимо

2π

m0(a, /) =  ^ / l o g +|/(a + it)|dt, (12)

ο

де χ+ =  max{x, 0}.

Означення 1.1. Нехай функція /  мероморфна в S. /  ψ 0 і /(σ ) =  /(σ  -f 2тгг). Хара

ктеристикою Неванлінни функції /  називається

T (a , f )= m ,o (a , f )- — m0(a0, f ) + ( — - l ) m 0(0 ,f) + N (a ,f) , σ > σ0 > 0. (13)
σο V σο /

Властивості Τ(σ, /) опишемо наступною теоремою.

Теорема 1. Нехай /  — мероморфна в S функція, /  ψ 0 і /(σ ) =  / (σ  + 2πΐ). Тоді ίϊ 

характеристика Неванлінни Τ(σ, /) володіє наступними властивостями:

(i) Τ(σ, /) — опукла відносно σ, при σ > σ0;

(ii) Τ(σ0, /) =0;

(in) Τ(σ, f)  — неспадна, при σ > σ0;

(iv) Τ(σ, f ) =  Τ(σ, j) ,  при σ > σ0.

Доведення. Нехай log2 =  log |z| + iarg0,2, 0 < arg0 2; < 2π, 2 ^ 0 .  Тоді функція F(^) =  

/(log 2) мероморфна при |г| > 1 і /(log |z|) =  /(log |z| + 2m).

Зобразимо функцію F  у вигляді частки двох функцій Ц, де Я , G — голоморфні при 

|г| > 1 без спільних нулів, і /i(s) =  H(es), g(s) =  G(es). Тоді, застосовуючи (3) до g, 

маємо



Враховуючи, що (а — b)+ + b =  тах(а, Ь), характеристику (13) функції f  — - запи

шемо у вигляді:

2 π

Т(а, f )  =  ^ - J  max(\og \h(a + it)\, log \g(a + it)\)dt 

о
2тг

- — —  / max(log|fc(ao + ii)|,log|0(ao + it)|)<ft 
σ0 2π J 

ο
2π

(σ ^  _  г)  έ  /  max(log ІЛ(Й)І> l°g № ) ! ) * ,  σ > σ0 > 0. (14)

2π

Позначимо /(σ, / )  =  i  J  max(log |/ι(σ + г£)|, log |ρ(σ + ii)|)di.
ο

2π

Тоді /(σ, F) =  i  /  max(log |Я(е"+і*)|, log |G,(e'7+it)|)d£. 
o

Функція u(z) =  max(log |#(z)|, log |G(z)|) субгармонійна при |z| > 1, тому I(a ,F )  

опукла [3, ст. 27], [1, ст. 49], при а > 0.

Згідно з (14)

Т(а, f )  =  Ι(σ, / )  — — Ι(σ0, f )  + ί ——  1^ 1(0, f), а > σ0 > 0. (15)
<7ο \σο /

Оскільки Τ(σ, /) є сумою опуклої відносно σ > σ0 функції /(σ, / )  та лінійної функції

Аа + В , то властивість (і) виконується. За властивістю опуклості / (σ ,/), при 0 < σ 

маємо І (а0, / )  < ^  7(0, / )  + ^7 (σ , /). Звідси, 0 < /(σ, /) - ^ 7 (σ 0, / )  + [fo - l )  1(0, f). 

Таким чином, згідно з (15) ми отримали, що Τ(σ, /) > 0. Якщо σ = а0, то з (15) 

випливає, що Т(а0, /)  =  0.

Оскільки Τ(σ, / )  опукла, відносно а, при σ > а0, то за теоремою 1.6 із [4, ст. 28] (див

також [1, ст. 11]) в кожній точці вона має похідну справа і

1іш Τ(σ, І) - Γ(σ0, /) = lim ! M . n W ) > a
σ —>σο+0 СТ — (Jq σ —>cro+0 (J — (Jq

Похідна справа опуклої функції за цією ж теоремою не спадає. Тому 0 < Τ|(σ0,/ )  < 

Τ'+(σ, f ), а  > σ0. Отож, характеристика Τ(σ, f )  неспадна.

Покажемо, що виконується властивість (iv). Застосуємо рівність (3) до функції у:

Враховуючи (2) і властивість logx = log+ x — log+ -, для χ > 0, отримаємо

2π 2π

N (o J )  - Ν(σ, і )  =  I  j  log+ ±  J  log+ \f(a + U)\dt

0 0 
2π 2π

/ log+ jT ^ W "  + ̂ / log+ |/(σ»+ !ί)|Λ 
0 0

2π 2π

/ log+ ί Τ Μ Λ  log+ l/(ii)|di’ σ - σο > °-

Звідси,

2π 2π 2π

7̂  J  log+ |/(σ + J  log+ |/(σ0 + zi)|di + - 1 ) ^  J  log+ |/(ii)|di

0 0 ο

+ N (a J )
2π 2π 2π

= —  I  log+ -- —dt — —  —  I  log+ — —  -r-rdt + (——  1 ) —— /  log+ dt
2tr ,/ |/(σ + ϊί)Ι σο 2π J  \f(a0 + 'it)\ σ0 2π J  |/(*ί)Ι

0 0 ο

+iV(σ, І ) ,  σ > σ0 > 0.(16)

З рівності (16) та означення 1 .1  отримуємо (iv). Теорему доведено. □

2 К оеф іц ієнти Ф у р ’є м ером орф н о ї в п івсм узі функції

Нехай /  — відмінна від тотожного нуля функція, що голоморфна в замиканні пря

мокутника Ra = {η + it : 0 < η < σ, 0 < t < 2π} і /(σ ) =  /(σ  + 2πί). Припустимо, що /  

не має нулів на dRa. Через {s^} позначимо множину нулів /  в Ra, (Sj =  aj + itj).

Нехай R*a =  Ra \ (J{raj + itj}, 1 < r < oo i log f(s) визначений як в (1), де інтеграл
з

береться по деякому шляху в R,* [JdRa.

Покладемо:

2 π

4 (σ ,/ )  =  ^ j  e~ikt log f  (a+  it)dt, k e  Z; (17)

2π

ε*(σ, / )  =  ^  У  e“*fctlog|/(a+ 2i)|di, А: Є Z. 

о



Лема 2.1. При виконанні зроблених вище припущень правильні наступні співвідноше

ння:

<*(*,/> = е‘%(о,/)+і σ  Σ, 1 г efccr — 1

к ' V esi )  к егкіі 2π к
Sj € Sj Є

[log / (2πζ)—log / (0)], А: Є Ζ;

„ (ύ π  ekaak( f ) - e  kua _k(f) 1 
<*(σ, / )  =  --------—------- + —  2 ^

2k
i€Ra

eu

eSj

c ■ \ /e
Є J

(18)

, k Є N. (19)

2π

де c_fc(a, /)  =  ck(a, /), α (/)  =  ^  J  e ihti^ d t .

Доведення. Нехай η < σ. Застосуємо принцип аргумента до функції 4тте ка в прямо
J Is)

кутнику R„. Отримаємо:

/  Тю1e~Kd( = 2πί Σ  e' fcSj’ * е z \{°}·
dRv s j£ R v

Оскільки δΚη складається з 4-х відрізків, то (20) набуде вигляду:

η 2π η

ί  4r l e~k J d l  +  1 ί  Q TI +  lt } e-kb +it)d t - ί  /,(7 + 27ΓΖ) 6-,(7+2πΙ)
J  / ( 7) J  f(v  + it) J  /(7  + 2πζ)
0 0 ο

2π

-ί ί jf§-e~iHdt = 2-і £  e· *'*', it є ζ\ {0}.
ο 4eR'

(20)

(21)

Зважаючи на 27гг-періодичність функцій /(s) та e fcA', співвідношення (21) запишемо 

наступним чином

2π 2 π

ί  _  i r  m e-
/(η + it)

Sj 6

Домножимо (22) на проінтегруємо отриману рівність по η від 0 до σ.

σ 2π σ 2π σ

Ιζη f  f  ІЛ r-k(r)+

І еЧ  
0 0

/(η  + it)
m ^ e - ikidtdi7

ο ο
/(*<)

=  2π j  e* J2

Π 5 .7 ^  ̂ *7

e~ 3άη, (23)

к Є Ζ \ {0}. До першого інтегралу рівності (23) застосуємо теорему Фубіні.

σ 2π 2π c

і
0 0 0 0

„knf t i  + tt) ^ ш + і

/(η  + it)
-- тггЄ π'νι 1 ^άηάί

2π

J  Є tkt\logf(a + it) — logf(it)]dt. (24)

Другий інтеграл співвідношення (23) дає

■ц] m e ~‘U d t d r i- п г 1 /  ж е““л = ^  І '. r
0 0 0 о

2π

efecr — 1,
- [log / (27гг) - log/(0)] + (еко - l) J  e lkt log f  (it)dt. (25)

k

Використавши означення логарифма функції і (17), з (23) - (25) отримаємо:

σ

[ ekV Σ  e~hSjdrl =  Ік(°, f )  - ekalk(0, /) + ^ - e..-..-  [log/(2^) - log /  (0)], (26)

0 SjERv
2π k

k Є Z \ {0}. Інтегруючи в інтегралі Стільтєсса, отримуємо:

σ

I ehv Σ e~kSjdri = 7efc<T Σ  e~fcSj 4  ΣJ rC K
ekaj£-ksj

q Sj € Rfj sj 6 R(t sj 6 R(x

4 Σ ( ^ ) 4 ς Α ·  t e z \{ 0}. (27)

Sj-eHff 4 7 SjeRa

Із врахуванням (27), співвідношення (26) набуває вигляду

1 ____ ,  /  ρσ \  к 1 ____ _ 1 ή рко _  і

lk(°J)=ekalk(0J) + - Σ  (^-) -% Σ  jg-- [iog/^TTi) - log/(°)] ,

SjeRa ^ ' «̂ ЄЯСТ

(28)

к Є Z \ {0}. Враховуючи рівність (3), отримаємо (18). Оскільки cfc(a, /) =  ;

А; Є N, то, використовуючи (28), маємо

2cfc(a, /) =  4(<т, /) + Z_fc(cr, /) =  е σ4(0, /) + e-fccr/_fc(0, /)

1 у- / е ^ у  _  1 V- J _ _ i  V- + І  у- J _
к \esj J к егкіі k V esi ) k J егкіі

Sj€Ra 4 7 Sj€Rc SjCRa Х 7 ί,-єй»

і efc<T - 1 г, ,ч , „ _ ч1 і e~ka - 1

2π к 2π к

Але, використавши (17), можемо записати

[log /(2тп) - log /(0)] - ----- ---- log f(2m) -  log /(0) , А; Є N. (29)

2π 2π

4 (0 ,/) + l-k(0 ,f) =  ^  J  е~гкі log f(it)dt + У  eifc4og/('it)c?i, А; Є N.

o o

Проінтегруємо частинами в обох інтегралах:

2тт 2π

h  І  е"и log /(!ί)Λ = ύ [log 1 {2 π ί)  - log /(0)] + d i  /  e~'u m d t ’ к є N’
о о



2π 2 π

I  / >  log № )d t  = ^-k log f  (2m) - log/(0)
2 nk

e ~ikt I ) dt, к,Є N.
/(*<)

Враховуючи вище отримані обчислення, рівність (29) набуде вигляду:

—ка0ка
2 с /)  =  ^ Є—  [log/ (2πί) - log/(0)] +

0ка
+

2 π 

/

—ка
2π

ikt
2пк J  f ( i t )  2π &

о ο
pfco· _  і

^ — -j;—  [log / (27гг) - log/(0)] -

dt + - γ  
/ ( i t ) )  k ^  
J У ' 7 ^ЄЯ,

г e“fc<T - 1

log /(2ттг) - log /(0) 

k

Σ
S 7 Є βίτ

2π k
log / (27гг) - log /(0)

?· рка ка

=  Ί ^ η τ  [log |/(2ттг)| - log |/(0)|] - ~  [arg0 /(2πΐ) - arg0 /(0)]

+  2π^τ~  l̂og І/(27Гг)І ~ log + farg° ^ 2?ri) ~ arg°

1

ή Σ
e“

k Δ—' \ Є°і
ея(

k̂a _ j

1

Σ
e°J

2π 2π

+ Є-— ; /  e~iktQ ^ d t -  e-ka^-~ I  
2ттк J  j(;it) 2nk J

o o

„ка e '“ [ ® l dt
f(it)

I e

2π k 

і e~ka - 1 

2π k

[log |/(2ттг)| — log |/(0) |] +

[log і/(2тгг)I - log |/(0)|]

2 π /c

e

2 тхк

[argo f(2ni) - arg0 /(0)]

[arg0 /(2πζ) - arg0 /(0)], к Є Ν.

Використовуючи те, що /(σ ) =  /(σ  + 2πί), з останньої рівності отримуємо:

2 π

2с*((Х, / )  =  е~ік,І- Ш л

2π

-/οσ

0
/ Ф ) 2пк [ е" иіШ л+1 Σ  

/  /(г() к ,~Ґ*.

е“

А: Є N. Звідси випливають рівності (19).

Рівність c_fc(a, / )  =  cfe(a ,/), випливає безпосередньо з введення ck(a ,f). Лема 2.1 

доведена. □

Нехай /  — відмінна від тотожного нуля функція, що мероморфна в замиканні пря

мокутника Ra =  {η + it : 0 < η < σ, 0 < ί < 2π} і /(σ ) =  / (σ  + 2πζ). Припустимо, що /  

не має ні нулів, ні полюсів на dRa. Через {s^} позначимо множину нулів /  в Ra, через 

{pj} — множину її полюсів в Ra (Sj =  σ j -f itj,Pj — R  epj + ilmpj).

Нехай і?* =  R a \ (U {raj + itj} U {rRep., + ilmpj}), 1 < r < oo і log/(s) визначений 
j

як в (1), де інтеграл береться по деякому шляху в R* \jdRa.

Аналогічними міркуваннями прийдемо до наступного твердження.

Лема 2.2. За вище зроблених припущень правильні наступні співвідношення:

_  ekaa k( f ) - e~kaa_k{f)
Cfc (<̂1 / )

Г і. __ κ~\

2k Σ
Sj € R(j

Є*з - -  Σ0.1с. ^2к

е

2 к
к / їїтч кеРі

Є
P j € R a

c-k(0 , f ) = c k{a,f) кЄ  N.

2тг

(30)

З М е р о м о р ф н і в п ів с м у зі ф у н к ц ії с к ін ч е н н о г о  А - т и п у

Означення 3.1. Додатна неспадна неперервна і необмежена функція λ(σ), при σ > σ0 

називається функцією зростання.

Означення 3.2. Нехай Χ(σ) — функція зростання, f  — мероморфна функція в S, 

/  ф 0 і /(σ ) =  / (σ  + 2πζ). Функція f  називається функцією скінченного \-muny, якщо 

З А, В > 0 такі, що Τ(σ, /) < ΑΧ(σ + В) для всіх σ > σ0.

Клас мероморфних в S функцій скінченного A-типу позначимо через Λ, а клас го- 

ломорфних в S функцій скінченного A-типу позначимо через Ля·

Теорема 2. Нехай функція f  голоморфна в замиканні півсмуги S і така, що f  ф 0, 

/(σ) = / (σ  + it), Χ(σ) — функція зростання така, що σ — 0(λ(σ)), σ —> оо. Тоді 

наступні твердження еквівалентні.

(0 1 Є Ая ;

(ii) Іск(сг, / ) І < ΑΧ(σ + В), для всіх σ > σ0 і деяких А, В  > 0, к Є Ζ;

(iii) Іск(сг, /) І < , для всіх σ > σ0 і деяких А, В  > 0, k Є Z.

Доведення. Якщо виконується (і), то Τ(σ, /) < ΑΧ(σ + В), при деяких А, В > 0 і всіх 

σ > σ0. Тоді згідно з (2), властивістю | log а;| =  log+ x + log+ де х > 0, і пунктом (iv) 

теореми 1 отримаємо

|cfc(cr, / ) І =
1

2π

2π

/ ·
—ikt log\f{a + it)\dt <

1

2π

2π

|i°g Ι/(σ + *011 dt

27Γ 2тг

< і  /  log+ №  + it)\it + і  /  log- 

0 0

dt

< m0(a, /) + ( ^  - 1^ rn0(0, /) + m0{a, j )  + ^  - l^j mo(0, у )



2π 2 π

σ ^ _ 1 )  2т г /  ІІ0§ І / ( ^ )Н ^  ^  2Τ(σ,/) + J  \ log\f(it)\\dt

о о

< 2Αλ(σ + В) + С а  < ЛіА(а + В), к Є Ζ,

де С  стала, Лі =  тах{2Л, С}.

Нехай виконується (гг). Тоді з рівності (19) маємо:

β - 4 (σ  + 1 , / ) - c t (ff, / )  =  - ^ ( e - ‘ <”« > - e - ‘ ')  + i  5 3  ( ^ “

e k \—' ( \" e Λ \

2k Σ  (e ff+1J + 2A; Σ  ( εσ J  ’ * Є
0<σ̂ ·<σ+1 0<ffj<CT ' '

Звідси

,м /  Μ σ + 1 ,/ )|  , |a_fc(/)| , η(σ + 1,}) η(σ + 1, }) η(σ, ±)

Μ«τ,/)|<--- ? ---- + - "5Г~ + Тк + й ?  + ^ Г '  fceN'

Але, оскільки

σ+1 σ+1

Ν (σ + 1 , ^ ) >  J  η (η ,^ )άη>  J  η(η, ^)άη > η(σ, j ) ,

το

\ck(a + 1,/)| |a_fc(/)| Ν (σ + 1,)) Ν ( σ+ 1 , } )  N (a ,j)

w . , / ) ί ί ^ ^  + Τ  + ^ Γ ^ -  + - 2 ^  + Τ ·  * e N ·

Враховуючи (3), отримаємо таку нерівність

ΛΓ(σ, у) < |со(ст, /)| + (7χσ, σ > σ0 > 0, (31)

де Сі — стала.

Використовуючи властивість с_^ = с£, умову (гг) та (31), отримуємо

і t t \і ^  ^ ιΛ (σ  + Б і)
|ε*(σ, / )|<— — , fceZ,

для всіх σ > σ0 > 0 і деяких Аі, Б і, таких, що =  тах{4Д  ЗСі}, В\ =  В  + 1. 

Припустимо, що виконується (гіг), тоді

2тг

Т(а, / )  =  m0(a ,f)  - — m0(a0,f )  + (— - l)m 0(0,/ )  < f  | log |/(σ + ii)||dt
a0 σ0 2π J

+Са <  ̂J  \log\f(a + it)\\2dt, -h С а  = + С а

< А у __ 1
(Ш +(1*1 + 1 )2

Λ(σ + В) + С а  < А2\(а + В),

при всіх а > а0 > 0 і для деяких сталих С, А2, а це означає, що /  Є Ан . Таким чином,

з (ііі) випливає (і). □
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АЛ ГЕБ РИ  БЛОЧНО-ДІАГОНАЛЬНИХ АН АЛІТИ ЧН И Х ФУНКЦІЙ НА 
БАН АХО ВИ Х ПРОСТОРАХ

Тарас О.Г. Алгебри блочно-діагональних аналітичних функцій на банахових просторах // 

Карпатські математичні публікації. — 2012. — Т.4, №2. — С. 340-346.

В роботі розглянуто алгебри блочно-діагональних аналітичних функцій на просторах

і  і та £2 та досліджено спектри цих алгебр.

В ст у п

Нехай X  — банаховий простір над полем комплексних чисел С, НЬ(Х) — алгебра 

аналітичних функцій обмеженого типу на X , тобто НЬ(Х) складається з аналітичних 

функцій, обмежених на обмежених підмножинах в X . МЬ(Х) - множина ненульових 

лінійних мультиплікативних функціоналів (характерів) на НЬ{Х). Множину МЬ(Х) та

кож називають спектром алгебри НЬ(Х ) (див. [1, 3]).

Відомо, що НЬ(Х) є проективною границею банахових алгебр Н™{ВГ) — рівномірно 

неперервних аналітичних функцій на кулі Br C X, r Є N. Зокрема НЬ(Х) =  ПЯ~(і?г). 

Тому МЬ(Х) є індуктивною границею множин МЬ{ВГ) характерів Н™(ВГ). Зокрема, 

(див. [2]),

МЬ{Х) =  U МЬ{ВГ).

Позначимо Ап — алгебру, породжену поліномами степеня < п, зокрема Αχ — алгебра, 

породжена лінійними функціоналами і сталими функціями. Нехай Іп — ідеал, породже

ний η-однорідними поліномами з Ап. Легко бачити, що /i C /2 С .. . C /„ С .. . (див. 

[6])·

Теорема 1. [5] Існує характер φ Є МЬ(Х), я к и й  розділяє ідеали Ік ф Ік+х, тобто ір(Ік) =

о,<^(4+і) ф о .

Ця теорема є одним з результатів, що дозволяє описати елементи спектру алгебри 

НЬ(Х). Проте, у явному вигляді важко зобразити конкретні елементи МЬ(Х).

2010 Mathematics Subject Classification: 46Е30, 46J20.

Ключові слова і фрази: спектр, множина максимальних ідеалів, блочно-діагональні аналітичні функції, 

поліном, простір ίχ.
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1 П іДМНОЖ ИНА Mm БАНАХОВОГО ВЕКТОРНОГО ПРОСТОРУ

Нехай X  — банаховий простір з топологічним базисом Шаудера {є*,}. Розглянемо 

підмножини X :

М = В Д  = \J{\ek,\ eC}, 
к

ЛҐ2 =  М2{Х) =  U  sPan(eb ej) =  U ( Ce* 0  Се?)’ 
k^j k,j

N m = N m {X )=  ( J  span(ejfcl, . . . , e fcm) =  |J (Cefcl ® . . . ®Ce*m),

кіф- .фк  τη кхф-.фк

Зауваження 1.1. Якщо простір X  є скінченновимірним, то Mrn =  X , для m — d im X .

Нехай Нь{Мт) ~  алгебра звужень функцій з Щ (Х ) на Аґгп, Мь{Мт ) — відповідна 

множина характерів. Аналогічно, як у випадку НЬ(Х) алгебру Hb(Afm) (див. [2]) можна 

розглядати як перетин рівномірних алгебр Я^(Л/’т (г)), де Mm{r) =  B(r) U Nm,r Є N:

Н ь Ш  =  П Н ™ Ш г )) ,

Мь(Нт ) =  UA/bi:V;,(r)).

Легко бачити, що оператор звуження Тт : НЬ(Х) -» Нь{Мт ) є гомоморфізмом ал

гебр. Відомо, що ядро кожного гомоморфізму є ідеал і тому Нь{Мт ) є фактор-простором 

по ядру KerTm гомоморфізму Тт :

Нь(Ят ) =  Нь(Х)/КетТт .

Твердження 1.1. Нехай φ Є Мь {Мт ), тоді φ можна продовжити до характера φ на 

Нь(Х) за формулою: φ — φ о Tm.

Доведення. Оскільки φ Є Мь(Мт ), Тт — гомоморфізм, το φοТт також є лінійним муль- 

типлікативним функціоналом і φ о Тт : НЬ(Х) —> С, тому φ о Тт — характер з Мь(Х). 

Оскільки φ о Тт можна вважати продовження ψ у Мь(Х), то ψ := φ о Тт . □

Таким чином, вивчення спектру алгебри Щ (Х ) можна звести до вивчення вужчої 

множини — спектру алгебри Нь{Мт ) і спробувати узагальнити отримані результати на

НЬ(Х).

Використовуючи біноміальну формулу, запишемо загальний вигляд п-однорідного 

полінома Р  Є Р (ПХ ) для довільного χ — (χχ ,. . . ,  xk, . . .) Є X :

ТІ т — ТІ



де Р  — симетрична η-лінійна форма, яка відповідає поліному Р.

На підмножинах ΛГт простору X  загальний вигляд поліномів дещо простіший:

Р  Є Р (пМ:і) : Р{х) = Σ Σ  Скхпк,
k п

Р  Є Р ("М ) : Р(х) =  Σ  Σ
k=£j m

. .  . ,

Ρ  Є Р (”Мт ) : Р(х) =  £  Σ  α „ , . . . α „ χ ; . . . χ ϊ : ,
f c l  7Ί-1 “ Ь · · · “}“ ТІ-m — 71

Тобто фактично від полінома Р(ж) Є Р (пХ ) при обмеженні наЛ/"т залишається тіль

ки його m-вимірна “діагональ”. Такі поліноми називають блочно-діагональними (див.[4|) 

або діагональними у випадку т  =  1.

Твердження 1.2. Простір поліномів P(mAfm), A/"m C X  ізоморфний до простору полі

номів Р (т Х ):

Р (тЯ т ) =  Р (т Х ). (2)

Доведення. Нехай ж = ^2кхкек. Для доведення ізоморфності достатньо показати, що 

оператор звуження Тт : X  -> Мт є бієктивним та неперервним. Неперервність випливає 

автоматично з обмеженості оператора. Всі поліноми Р(х) розглядаємо на одиничних 

базисних векторах Є\,. . . ,  ек, ■ ■ ■, тобто на одиничній кулі, тому ||Р|| =  1.

Оператор Тт є інєктивним тоді і тільки тоді, коли ядро цього оператора KerTm 

складається тільки з {0}. Знайдемо множину поліномів, для яких Тт (Р) =  0. Запишемо 

загальний вигляд полінома (1), звуженого на Мт · Для довільного х Є Мт існує набір 

базисних векторів екі, ■ ■ ■, ект такий, що x = хкіекі + .. . xkrnekrn. Тому

Р(х) =  Р(хк,ек, +. . .  xtmek„) =  Σ  Κ Ι · · · Κ : ρ Κ .......C ) ·
Пі +  ...+П т =т

Даний добуток буде дорівнювати нулю тоді і тільки тоді, коли для всіх к\,. . . ,  кт 

значення Р ( е ^ , . . . ,  е£") в рівності (1) буде дорівнювати нулю. Серед поліномів степеня 

т  — це тільки нульові поліноми. Це означає, що KerTm — {0} в просторі Р (т Х).

Оскільки Тт є оператором звуження, тому для кожного образа оператора з Р (тЛґт ) 

існує прообраз з Р (т Х ) і Тт є бієктивним оператором. А, отже, Тт — ізоморфізм. Це і 

доводить ізоморфність просторів P(mK n), Nm С X  і Р (тХ ) . □

Теорема 2. Для кожного характера ψ Є M\t(X ) існує послідовність φπι Є Мь(Мт ) така, 

що послідовність продовжень φτη Є Мь{Х) збігається до ψ в слабко поліноміальній 

ТОПОЛОГІЇ. Тобто, ψτη(Ρ) ґф(Р) при 777, —> оо для кожного полінома Р  Є Нь(Х).

Доведення. Позначимо грт — звуження функціонала ф на P(-mN m) — простір поліномів 

степеня < т  на Мт . Оскільки простір P(mA/’m) ізоморфний простору Р (т Х ) відносно 

оператора звуження Тт для кожного натурального т , то функціоналу фт відповідає 

функціонал ψτη Є Р(-тМт )* такий, що ψηι =  ψ оТт . Нехай Р  — поліном степеня п. Тоді, 

для т  > η, ψ(Ρ) =  фт(Р) =  Ф т ° Т (Р ) =  (рт (Р). Оскільки Т — гомоморфізм, то φηι

— гомоморфізмі! і, отже φτη — гомоморфізми. Таким чином, ми знайшли послідовність 

(φτη) с  М {Ят ) таку, що (рт {Р) =  ψ(Ρ) при m > n  =  deg Р. Тому

ірт (Р) 'ф(Р) при т  —> оо (3)

для довільного полінома Р. □

Зауваження 1.2. Питання, чи буде виконуватись (3) для довільної аналітичної фун

кцій f  Є НЬ(Х) є відкритим, оскільки не відомо, чи залишок 11?/;(/) — φm(/)|| буде 

прямувати до нуля в топології Гельфанта.

Зауваження 1.3. P(Wi) ^  Р (2Х ). Дійсно, довільний поліном другого степеня вигля- 

ду х,х:і на множині Λ/χ C X  буде дорівнювати нулю, тому не можливо встановити 

бієкцію між цими просторами.

Цей висновок аналогічно можна узагальнити на випадок λίτη ■

Зауваження 1.4. P(nJ\fm) ¥ P(nX ), Mrn C X , якщо n > m.

2 Опис множини х арак т ер ів  алгебри ДІАГОНАЛЬНИХ ПОЛІНОМІВ НА їх

Нехай X  =  1\. Розглянемо добуток лінійних функціоналів f(x) =  ~̂2kakxk, g(x) = 

bkxk, x = (χχ,.. . ,xk, ...) Є ίχ і обмежимо його на λίχ(£χ). Оскільки х Є Μχ(ίχ), то 

χ =  (0, . . . ,  хк, 0,. . .) або х =  хкек для деякого к > 1, тому лінійні функціонали /, g на 

λίχ{ίχ) матимуть вигляд:

f(x) = akxk,g(x) =  bkxk і їх добуток h(x) =  akxk ■ bkxk =  скх2к.

Оскільки (ak)^= l, (bfe)fcl]. Є С  (як коефіцієнти), то добуток к-тих координат ak-bk = ск, 

к > 1 визначить послідовність (с*.)^=1, яка також буде належити до

Якщо Αχ(Χ) — алгебра, породжена поліномами степеня η, η < 1 і Αχ{Μχ) — відповід

не обмеження алгебри Αχ(Χ) на підмножину λίχ, то множина функцій Щ(£у)\мх набли

жається всеможливими алгебраїчними комбінаціями лінійних функціоналів з Αχ(λίі):

Αχ(λίχ) =  Н Ь(ЛГх), λίχ С ίχ.

Теорема 3. Множиною характерів на Нь[М\) є стоун-чехівська компактифікація /3N 

множини натуральних чисел. Довільний характер φ Є /3N має вигляд:

φ(Ρ) =  lim P(ek), де Р  Є Ρ (ιλΓχ),νΐ — деякий фіксований ультрафільтр на Ν.



Доведення. Як було зауважено вище, НЬ{М\) =  А\(Л/і), тому кожен характер на Я ь(Л/і) 

визначається своїми значеннями на Р( W i) . З іншого боку, кожен поліном Р  Є P (W i) 

має вигляд:

Р(ж) =  Р{хкек) =  де Р{ек) = ак. (4)

Перебираючи всеможливі х Є Λ/ι, кожному поліному Р  Є P (W i), можна поставити у

ВІДПОВІДНІСТЬ ПОСЛІДОВНІСТЬ елементів {<2fc} С ίοο.

Нехай φ - характер на Р (W i) , тоді

(P ’ Q)(^fc) де Р(є/с) cifc, Q(ek) 6/-,

і, таким чином,

V>(W} · {bfc}) =  (^({afc})^({bfc}).

Це означає, що функціонал φ діє як мультиплікативний функціонал на £ж , а, отже, φ

— характер на ί^ . Множиною характерів на 4о, а, отже, і на P (W i) є стоун-чехівська 

компактифікація множини N, тобто М(£00) =  β(Ν). Як відомо, β(Ν) можна розглядати 

як множину всіх ультрафільтрів на Ν.

Нехай φ Є /З(Μ), тоді існує ультрафільтр на Ν, що φ{Ρ) =  limи ак, де Р  Є P (W i), 

ак Ε ίοο \ з (4) маємо:

φ{Ρ) =  limP(efc), Р  Є Ρ (1Λ/"χ).

Операція взяття границі є лінійною і мультиплікативною, тому φ — характер на Hb(Afi). 

Отже, множиною характреів на Я ь(Л/і) є стоун-чехівська компактифікація β(Ν). □

З В и п ад ок  п р о ст о р у  і2

Нехай X  =  Р-2 · Аналогічно f(x) =  акхк і д{х) — Ькхк — обмеження лінійних функціо

налів на λίι(ί2) такі, що ряди Y^k |afc|2 і Y^k \bk\2 збіжні. Не завжди, використовуючи 

всеможливі алгебраїчні комбінації, ми зможемо отримати поліноми степенів > 2. Отже, 

не всі аналітичні функції з Я ь(Л/і) ми зможемо наблизити лінійними функціоналами 

}{х) і д(х) (як у випадку простору і х) і АХ{М\) ф НЬ{Я\).

Приклад 1. Розглянемо поліном вигляду h(x) =  J2kx2k на Н\ С ί2. Достатньо показа

ти, що не існує функціоналів /, g Є 1\ таких, що їх добуток дорівнює х\. Припустимо, 

що f(x) =  Y^akxk,g(x) =  Σ bkxk. Тоді

akxk * bkxk xkt отже CLk · bk - 1.

Але ряди {αΙ)™=1 і (b2k)™=1 неможуть бути одночасно для кожного абсолютно збіжними, 

тому функціоналів f{x) і д(х) не існує.

Розглядаючи алгебри АП{М\) на просторі ί2, можна стверджувати, що

- і̂СА/і) Ф А2{М\).

Наступне твердження є аналогом теореми 1 для НЬ(Л/1).

Твердження 3.1. Нехай (Λ/i) і /2(Лґ\) — відповідні ідеали алгебр Αι(Λ/”ι) і Α2(λίі). 

Існує характер φ Є Мь{М\) такий, що φ{1\) — 0,φ (Ι2) ф 0 і

ψκ(Ρ) =  lim P(ejfe), (5)

де U — деякий фіксований вільний ультрафільтр на множині натуральних чисел.

Доведення. Покажемо, що рівність (5) задовольняє умови даного твердження.

Якщо Р  — лінійний поліном, то

Р{х) =  У  Ckx k і φιι(Ρ) =  lim ck =  0
z—/ k->oo
k

оскільки ряд \ck\2 є збіжним. Отже,

φ(Ρ) =  lim P(ek) =  0.

Нехай P{x) =  Y^kxk Є Α2(λίι). Тоді,

φ(Ρ) — lim P(ek) =  lim 1 =  1 ^ 0 .  
u u

Функціонал, який визначається рівністю (5) дорівнює нулю на всіх однорідних по

ліномах першого степеня з Я ь(Л/і) і не дорівнює нулю на поліномах другого степеня. 

Дана рівність дійсно задовольняє умови твердження.

□

Алгебра Л3(Л/1 ) ф А2(Μ ), M  С £2, оскільки поліноми вигляду

Р{х) =  σ  ckx3k, {ck} Є £ Ж , Х  € Λίι(£2) (6)

не породжуються, в загальному випадку, алгебраїчними комбінаціями поліномів з 

А2(Л/і). Проте, між поліномами вигляду (6) та поліномами з Л2(Л/1 ) існує алгебраїчна 

залежність:

Р 2(х) —  Q3(x) =  0,

де Q(x) =  Y^\f(?kx2k Є А2{Н\). Тому, якщо φ Є МЬ(Л/1 ) такий, що ker ψ D /2, то 

ker(/? D /3. Тобто, не існує характера, який розділяє ідеали /2 та /3. Для m > 3, легко 

бачити, що Ат (Л/1) =  Л3(Л/і). Таким чином, у випадку Л/і С 12, МЬ{М\) =  М (А3(А/1)).
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